
ÊÈÍÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÈÉ ÏÎÑÒÓËÀÒ ÊÂÀÍÒÎÂÎÉ ÌÅÕÀÍÈÊÈ

1. Ïåðâàÿ ôîðìóëà ñîâðåìåííîé êâàíòîâîé òåîðèè áûëà îïóáëèêîâàíà â 1895 ãîäó,
êîãäà Áàëüìåð ïîêàçàë, ÷òî ÷àñòîòû ëèíèé èçëó÷åíèÿ âîäîðîäà ìîæíî ïåðå÷èñëèòü ïàðîé
öåëûõ ÷èñåë

ω = ω(m,n) = R(
1
m2

− 1
n2

).

Ïðàâäà, ñàì Áàëüìåð ïðîâåðèë ýòó ôîðìóëó ëèøü äëÿ ÷åòûðåõ ëèíèé, ñîîòâåñòâóþùèõ
çíà÷åíèÿì m = 2 è n = 3, 4, 5, 6, è äàæå ñîìíåâàëñÿ â òîì, ìîæíî ñòîëü æå ïðîñòî
îïèñàòü èçëó÷åíèå ñëîæíûõ àòîìîâ. Îäíàêî, óæå â 1908 ãîäó Ðèòö, îáîáùàÿ îãðîìíûé
ýêñïåðèìåíòàëüíûé ìàòåðèàë, ñôîðìóëèðîâàë èçâåñòíûé êîìáèíàöèîííûé ïðèíöèï, èç
êîòîðîãî, â ÷àñòíîñòè ñëåäîâàëî, ÷òî ÷àñòîòó ëþáîé ëèíèè èçëó÷åíèÿ ëþáîãî àòîìà

ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ðàçíîñòü çíà÷åíèé íåêîòîðîé ôóíêöèè, âû÷èñëåííîé â öåëî÷èñëåííûõ

òî÷êàõ :
ω(m,n) = F (m)− F (n) = ωm − ωn.

Óäîáíåå âñåãî ïðåäñòàâèòü ýòó ôîðìóëó êàê çàêîí êîìïîçèöèè ÷àñòîò:

ω(m, l) + ω(l, n) = ω(m,n), ω(n, n) = 0. (1)

Ñïðàâåäëèâîñòü êîìáèíàöèîííîãî ïðèíöèïà êàê òî÷íîãî çàêîíà ïðèðîäû îçíà÷àåò, ÷òî
ýêñïåðèìåíòàëüíîå èçó÷åíèå èçëó÷åíèÿ àòîìîâ ïðåäîñòàâëÿåò â ðàñïîðÿæåíèå ôèçèêîâ
íàáîð ôóíêöèé Amne

iω(mn)t. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî ïîçâîëÿåò ñâÿçàòü ñ êàæäîé âåëè÷èíîé
A, îòíîñÿùåéñÿ ê ýëåêòðîìàãíèòíîìó ïîëþ, ïðåäñòàâëÿþùèé åå íàáîð

A⇐⇒ {Â = (Amn), ω(m,n)}, (2)

â êîòîðîì ÷àñòîòû óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ (1).
Åñëè ñ÷èòàòü, ÷òî ýòîò íàáîð ñîïîñòàâëåí ñ âåëè÷èíîé A â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè

t = 0, òî âåëè÷èíå A(t) ñîîòâåñòâóåò íàáîð

A(t) ⇐⇒ {Â(t) = (Amne
iω(m,n)t), ω(m,n)}. (3)

Îäíàêî îäíîãî òîëüêî ñîïîñòàâëåíèÿ ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí ñ èõ ïðåäñòàâèòåëÿìè äëÿ
òåîðèè íåäîñòàòî÷íî. Çàäà÷åé ôèçèêè ÿâëÿåòñÿ âûÿâëåíèå ôóíêöèîíàëüíûõ ñâÿçåé ìåæäó
íàáëþäàåìûìè âåëè÷èíàìè. Ïðè ýòîì åñòåñòâåííî âîçíèêàåò ñëåäóþùàÿ çàäà÷à: ïóñòü
â ìîìåíò t = 0 èçìåðåíû âåëè÷èíû G è F , è îêàçàëîñü, ÷òî G çàâèñèò îò F âïîëíå
îïðåäåëåííûì îáðàçîì:

G = g(F ).

Êàê ñâÿçàíû äðóã ñ äðóãîì âåëè÷èíûG(t) è F (t)? Ïîñêîëüêó ýâîëþöèÿ íå äîëæíà èçìåíÿòü
âèäà ôóíêöèîíàëüíîé çàâèñèìîñòè, äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ñîîòíîøåíèå

G(t) = g(F (t)).

Íà ÿçûêå ïðåäñòàâèòåëåé ýòî îçíà÷àåò ñëåäóþùåå. Åñëè

F ⇐⇒ {F̂ = (Fmn), ω(m,n)},

G⇐⇒ {Ĝ = (g(F )mn), ω(m,n)},

òî äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ ñîîòíîøåíèÿ

F (t) ⇐⇒ {F̂ (t) = (Fmne
iω(m,n)t), ω(m,n)},

G(t) ⇐⇒ {Ĝ(t) = g(F (t))mn = (g(F )mne
iω(m,n)t), ω(m,n)}.

Ýòè óñëîâèÿ áóäóò âûïîëíåíû, åñëè ïîä ñîâîêóïíîñòüþ âåëè÷èí
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Fmn, Fmn(t) è Gmn, Gmn(t) ïîíèìàòü ìàòðèöû, ñâÿçàííûå ðàâåíñòâàìè

Ĝmn = g(F̂ )mn, Ĝ(t)mn = g(F̂ (t))mn.

Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, ïðîñòåéøóþ ôóíêöèþ, êîãäà G = F 2. Â ýòîì ñëó÷àå

Gmn =
∑

l

FmlFln,

à
Gmn(t) =

∑
l

Fml(t)Fln(t) =
∑

l

Fmle
iω(m,l)tFlne

iω(l,n)t.

Ïîñêîëüêó
ω(m, l) + ω(l, n) = ω(m,n),

òî
Gmn(t) = (

∑
l

FmlFln)eiω(m,n)t = Gmne
iω(m,n)t.

Èòàê, ñïðàâåäëèâîñòü êîìáèíàöèîííîãî ïðèíöèïà òðåáóåò ïåðåñìîòðà êèíåìàòè÷åñêèõ
ïîíÿòèé êëàññè÷åñêîé ôèçèêè, òî÷íåå ãîâîðÿ, åñëè ñ÷èòàòü êîìáèíàöèîííûé ïðèíöèï
òî÷íûì çàêîíîì ïðèðîäû, òî â ìàòåìàòè÷åñêîì àïïàðàòå, îïèñûâàþùåì ýëåêòðîìàãíèòíûå
ÿâëåíèÿ, ôèçè÷åñêèì âåëè÷èíàì äîëæíû ñòàâèòüñÿ â ñîîòâåñòâèå ìàòðèöû, à ôóíêöèÿì
ýòèõ âåëè÷èí � ñîîòâåòñòâóþùèå ìàòðè÷íûå ôóíêöèè.

2.×òî èçìåíèòñÿ â íàøèõ ðàññóæäåíèÿõ, åñëè â ðàññìàòðèâàåìóþ ñèñòåìó áóäóò âêëþ÷åíû,
êðîìå ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ, è âçàèìîäåéñòâóþùèå ñ íèì ÷àñòèöû?

Îäíèì èç ãëàâíûõ äîñòîèíñòâ ýëåêòðîäèíàìèêè Ìàêñâåëëà-Ëîðåíöà áûëî ïîíÿòèå îá
óñêîðåííîì äâèæåíèè çàðÿæåííûõ ÷àñòèö, êàê ïðè÷èíå ýëåêòðîìàãíèòíîãî èçëó÷åíèÿ.
Ýòî îçíà÷àåò, â ÷àñòíîñòè, ÷òî èññëåäóÿ èçëó÷åíèå ñèñòåìû ôèíèòíî äâèæóùèõñÿ çàðÿäîâ
ìîæíî ñäåëàòü âïîëíå îïðåäåëåííûå âûâîäû î õàðàêòåðå äâèæåíèÿ ïîðîæäàþùèõ ýëåêòðîìàãíèòíîå
ïîëå ÷àñòèö. Â 1925 ãîäó Ãàéçåíáåðã ñôîðìóëèðîâàë óòâåðæäåíèå î òîì, ÷òî íà àòîìíîì
óðîâíå èçëó÷åíèå ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì èñòî÷íèêîì çíàíèé î äâèæåíèè ýëåêòðîíîâ.
Ïîýòîìó ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò, îïèñûâàþùèé ïîâåäåíèå ýëåêòðîíîâ â àòîìàõ, äîëæåí
áûòü îñíîâàí íà òåõ æå êèíåìàòè÷åñêèõ ïîíÿòèÿõ, êîòîðûå îïðåäåëåíû ïðè îïèñàíèè
ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ. Èòàê, åñëè ñïðàâåäëèâ çàêîí êîìïîçèöèè ÷àñòîò (1), òî ñ êàæäîé

äèíàìè÷åñêîé ïåðåìåííîé ôèçè÷åñêîé ñèñòåìû ñëåäóåò ñîïîñòàâèòü íåêîòîðóþ ìàòðèöó,

à ôóíêöèè, ñâÿçûâàþùèå ðàçëè÷íûå âåëè÷èíû äîëæíû ïîíèìàòüñÿ êàê ìàòðè÷íûå ôóíêöèè.

ÓÐÀÂÍÅÍÈß ÃÀÉÇÅÍÁÅÐÃÀ

Äëÿ äàëüíåéøåãî ñóùåñòâåííî, ÷òî ìàòðèöû F̂ (t), îïðåäåëÿþùèå çàâèñèìîñòü ïåðåìåííîé
F îò âðåìåíè, ìîæíî ïîëó÷èòü êàê ðåøåíèå íåêîòîðîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ.
Äëÿ ýòîãî âåðíåìñÿ ê ôîðìóëå

Fmn(t) = Fmne
iω(m,n)t = eiωmtFmne

−iωnt

è ïðîäèôôåðåíöèðóåì îáå åå ÷àñòè ïî âðåìåíè:

dFmn(t)
dt

= iωmFmn(t)− iFmn(t)ωn.

Åñëè îïðåäåëèòü äèàãîíàëüíóþ ìàòðèöó

Hmn = h̄ωmδmn,
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òî ïðåäûäóùóþ ôîðìóëó ìîæíî çàïèñàòü â ôîðìå

dFmn

dt
=

i

h̄

∑
l

(HmlFln − FmlHln).

Óäîáíî îïðåäåëèòü êîììóòàòîð ìàòðèö Â è B̂:

[Â, B̂] = ÂB̂ − B̂Â. (4)

Òîãäà âûðàæåíèþ äëÿ ïðîèçâîäíîé ìàòðèöû F̂ ìîæíî ïðèäàòü âèä:

dF̂

dt
=

i

h̄
[Ĥ, F̂ (t)]. (5)

Åñëè ìàòðèöà Ĥ çàäàíà, òî âûðàæåíèå (5) ìîæíî ñ÷èòàòü óðàâíåíèåì äâèæåíèÿ ïåðåìåííîé
F . Ïîñêîëüêó (5) � óðàâíåíèå ïåðâîãî ïîðÿäêà ïî âðåìåíè, òî åãî ðåøåíèå ïîëíîñòüþ
îïðåäåëÿåòñÿ íà÷àëüíûì óñëîâèåì F̂ (0).

Ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû ìàòðèöû Ĥ èìåþò ðàçìåðíîñòü ýíåðãèè, ïîýòîìó â äàëüíåéøåì
îíà áóäåò îòîæäåñòâëÿòüñÿ ñ ýíåðãèåé ñèñòåìû è íàçûâàòüñÿ ãàìèëüòîíèàíîì.

Ïðàâäà, ïîêà ýòà âåëè÷èíà ìàëî íàïîìèíàåò ôóíêöèþ Ãàìèëüòîíà êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè.
Â êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå ôóíêöèÿ Ãàìèëüòîíà ïîçâîëÿåò íàéòè âàæíåéøóþ õàðàêòåðèñòèêó
ñèñòåìû � ýíåðãèþ � ïî íà÷àëüíûì äàííûì. Çäåñü æå äëÿ çàäàíèÿ ãàìèëüòîíèàíà òðåáóþòñÿ
çíà÷åíèÿ âîçìîæíûõ ÷àñòîò ñèñòåìû {ωn}, ò.å. òî, ÷òî ïðåäñòîèò óçíàòü. ×òîáû ïðèáëèçèòü
êâàíòîâûé ãàìèëüòîíèàí ê ôóíêöèè Ãàìèëüòîíà, íóæíî, ïðåæäå âñåãî, ñíÿòü óñëîâèå
äèàãîíàëüíîñòè ìàòðèöû Ĥ. Äëÿ ýòîãî âîçüìåì íåîñîáåííóþ ìàòðèöó Ŝ, ò.å. òàêóþ, äëÿ
êîòîðîé ñóùåñòâóåò îáðàòíàÿ ìàòðèöà ˆS−1:

ŜŜ−1 = Ŝ−1Ŝ = Ê.

Îïðåäåëèâ âåëè÷èíû

F̂
′
(t) = ŜF̂ (t)Ŝ−1, Ĥ

′
= ŜĤŜ−1,

íàéäåì, ÷òî îíè óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ, ïîâòîðÿþùåìó óðàâíåíèå (5):

dF̂
′

dt
=

i

h̄
[Ĥ

′
, F̂

′
(t)].

Ïîñêîëüêó ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

F̂ = Ŝ−1F̂
′
Ŝ, Ĥ = Ŝ−1Ĥ

′
Ŝ,

òî øòðèõîâàííûå è íåøòðèõîâàííûå ìàòðèöû âçàèìíî îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþò äðóã äðóãà.
Óðàâíåíèÿ äëÿ øòðèõîâàííûõ âåëè÷èí îòëè÷àþòñÿ îò óðàâíåíèé äëÿ íåøòðèõîâàííûõ
ëèøü òåì, ÷òî Ĥ′

íå îáÿçàòåëüíî äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà.
Óäîáíî íå îãîâàðèâàòü çàðàíåå, ñ êàêèìè èìåííî âåëè÷èíàìè ìû èìååì äåëî, à ïðîñòî

ïèñàòü óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ â ôîðìå (5), çàìåòèâ, ÷òî îíè êîâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî
ïðåîáðàçîâàíèÿ âñåõ ìàòðèö

Â ⇒ Â
′

= Ŝ−1ÂŜ.

Ïîñëå ýòîãî â êà÷åñòâå ãàìèëüòîíèàíà ìîæíî âçÿòü íóæíóþ ôóíêöèþ äèíàìè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ
ñèñòåìû � Ĥ(Q̂). Óðàâíåíèÿ (5) áûëè ïîëó÷åíû â 1925 ãîäó Ãàéçåíáåðãîì è íàçûâàþòñÿ
óðàâíåíèÿìè Ãàéçåíáåðãà.

ÄÈÍÀÌÈÊÀ ÌÀÒÅÐÈÀËÜÍÎÉ ÒÎ×ÊÈ Ñ ÎÄÍÎÉ ÑÒÅÏÅÍÜÞ ÑÂÎÁÎÄÛ

3



Â êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà ñ îäíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû îïèñûâàåòñÿ,
íàïðèìåð, êàíîíè÷åñêèìè ïåðåìåííûìè � èìïóëüñîì P è êîîðäèíàòîéQ. Ñîõðàíÿÿ ïîíÿòèå
î ñòåïåíÿõ ñâîáîäû â êâàíòîâîé ìåõàíèêå, îïðåäåëèì ìàòåðèàëüíóþ òî÷êó êàê ñèñòåìó,
ñâîéñòâà êîòîðîé îïèñûâàþòñÿ cîîòâåñòâóþùèìè ìàòðèöàìè q̂ è p̂. Îäíàêî, ýòè âåëè÷èíû
åùå íàäî îïðåäåëèòü. Ýòî ñäåëàë Ãàéçåíáåðã â 1925 ãîäó. Ïðàâäà, â ñâîåé êëàññè÷åñêîé
ðàáîòå îí äàæå íå óïîìèíàë î ìàòðèöàõ, îäíàêî, ìû áóäåì ïðèäåðæèâàòüñÿ ñîâðåìåííûõ
(íî ïîêà íå ñàìûõ ñîâðåìåííûõ) îáîçíà÷åíèé. Îïðåäåëèì êîîðäèíàòó è èìïóëüñ êàê
ýðìèòîâû ìàòðèöû

q̂ = q̂+, p̂ = p̂+, (6a)

óäîâëåòâîðÿþùèå ïåðåñòàíîâî÷íûì ñîîòíîøåíèÿì

[q̂, p̂] = ih̄Ê. (6b)

Èç ñîîòíîøåíèé (6b) íåìåäëåííî âûòåêàþò ôîðìóëû

[q̂, p̂n] = ih̄np̂n−1, [q̂n, p̂] = ih̄nq̂n−1

è áîëåå îáùèå ðàâåíñòâà

[q̂, F (p̂)] = ih̄F
′
(p̂), [G(q̂), p̂] = ih̄G

′
(q̂).

Âçÿâ ãàìèëüòîíèàí â âèäå

Ĥ =
1

2m
p̂2 + V (q̂),

ïîëó÷èì òàêèå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ

dq̂

dt
=

i

h̄
[Ĥ, q̂] =

1
m
p̂ =

∂Ĥ
∂p̂

,

dp̂

dt
=

i

h̄
[Ĥ, p̂] = V

′
(q̂) = −∂Ĥ

∂q̂
.

Ôîðìàëüíî óðàâíåíèÿ Ãàéçåíáåðãà âûãëÿäÿò êàê ìàòðè÷íàÿ âåðñèÿ óðàâíåíèé Ãàìèëüòîíà.
Ïðèâåäåì äâà ïðèìåðà ðåøåíèÿ óðàâíåíèé Ãàéçåíáåðãà.

1. Ñâîáîäíàÿ ÷àñòèöà.
Ãàìèëüòîíèàí â ýòîì ñëó÷àå ðàâåí

Ĥ =
1

2m
p̂2,

ïîýòîìó
dq̂

dt
=

1
m
p̂,

dp̂

dt
= 0.

Ðåøåíèÿ óðàâíåíèé Ãàéçåíáåðãà èìåþò âèä

p̂ = Â, q̂ =
1
m
Ât + B̂,

ãäå Â è B̂ � ïîñòîÿííûå èíòåãðèðîâàíèÿ. ×òîáû óäîâëåòâîðèòü íà÷àëüíûì óñëîâèÿì, èõ
ñëåäóåò âûáðàòü â ôîðìå

Â = q̂, B̂ = p̂,

q̂+ = q̂, p̂+ = p̂, [q̂, p̂] = ih̄Ê.

Òàêèì îáðàçîì ðåøåíèÿ óðàâíåíèé Ãàéçåíáåðãà ïîâòîðÿþò êëàññè÷åñêèå ôîðìóëû ñ çàìåíîé
êëàññè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ íà ñîîòâåòñòâóþùèå ìàòðèöû:

p̂(t) = p̂, q̂(t) =
1
m
p̂t + q̂.
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Ìàòðèöû q̂(t), p̂(t) óäîâëåòâîðÿþò ïåðåñòàíîâî÷íûì ñîîòíîøåíèÿì:

[q̂(t), p̂(t)] = ih̄Ê.

2. Ãàðìîíè÷åñêèé îñöèëëÿòîð.
Ãàìèëüòîíèàí ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà ðàâåí

Ĥ, =
1

2m
p̂2 +

1
2
mω2q̂2,

ïîýòîìó
dq̂

dt
=

1
m
p̂,

dp̂

dt
= −mω2q̂.

Ýòó ñèñòåìó ìîæíî, êàê îáû÷íî, ñâåñòè ê óðàâíåíèþ âòîðîãî ïîðÿäêà:

d2q̂

dt2
+ ω2q̂ = 0.

Ðåøåíèåì ýòîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöà

q̂(t) = Ĉ1cosωt + Ĉ2sinωt,

à p̂(t) ïîëó÷àþòñÿ èç q̂(t) äèôôåðåíöèðîâàíèåì:

p̂(t) = m
dq̂

dt
= −mωĈ1sinωt + mωĈ2sinωt.

Â ýòèõ ôîðìóëàõ Ĉ1, Ĉ2 � ïîñòîÿííûå ìàòðèöû, îïðåäåëÿåìûå íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè:

Ĉ1 = q̂(0), ωĈ2 = (dq̂ dt)0 =
1
m
p̂, [q̂, p̂] = ih̄Ê.

Ýòî ïðèâîäèò ê ôîðìóëàì

q̂(t) = q̂cosωt +
1
mω

p̂sinωt,

p̂(t) = −mωq̂sinωt + p̂cosωt.

Êîììóòàòîð ìàòðèö q̂(t), p̂(t) íå èçìåíÿåòñÿ âî âðåìåíè.
3. Óðîâíè ýíåðãèè ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà.
Â 1925 ãîäó Ãàéçåíáåðã èñïîëüçîâàë óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ äëÿ âû÷èñëåíèÿ óðîâíåé

ýíåðãèè ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà. Íèæå áóäóò, ñ íåêîòîðûìè èçìåíåíèÿìè îáîçíà÷åíèé,
âîñïðîèçâåäåíû ñîîòâåñòâóþùèå ôîðìóëû.

Óäîáíî ïåðåéòè ê ìàòðèöàì, àíàëîãè÷íûì êëàññè÷åñêèì êîìïëåêñíûì àìïëèòóäàì.
Âûáåðåì ïîñòîÿííûå q0, p0, ñâÿçàííûå ñîîòíîøåíèÿìè

q0p0 = h̄,

è îïðåäåëèì ìàòðèöû

â =
1√
2
(
q̂

q0
+ i

p̂

p0
), â+ =

1√
2
(
q̂

q0
− i

p̂

p0
).

Êîììóòàòîð ýòèõ ìàòðèö ðàâåí
[â, â+] = Ê.

Â ñëó÷àå ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà â êà÷åñòâå q0 è p0 ìîæíî âçÿòü âåëè÷èíû

q0 =

√
h̄

mω
, p0 =

√
h̄mω.
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Ïîäñòàâëÿÿ â ôîðìóëû äëÿ â, â+ çàâèñÿùèå îò âðåìåíè ìàòðèöû q̂(t), p̂(t), íåòðóäíî ïîëó÷èòü
óðàâíåíèÿ

dâ

dt
= −iωâ, dâ+

dt
= iωâ+,

ðåøåíèÿ êîòîðûõ èìåþò âèä

â(t) = âe−iωt, â+(t) = â+eiωt.

Ñîîòíîøåíèÿ
q̂ =

q0√
2
(â+ â+), p̂ =

p0

i
√

2
(â− â+)

ïîçâîëÿþò ïðåäñòàâèòü ãàìèëüòîíèàí ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà â ôîðìå

Ĥ = ωh̄(â+â+
1
2
Ê).

Ïîñëå ýòîãî óðàâíåíèÿ Ãàéçåíáåðãà äëÿ ìàòðèö â, â+

dâ

dt
=

i

h̄
[Ĥ, â], dâ+

dt
=

i

h̄
[Ĥ, â+]

ìîæíî ïðåâðàòèòü â ñèñòåìó ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé äëÿ ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ
ýòèõ ìàòðèö.

Ïðåæäå ÷åì çàíèìàòüñÿ âû÷èñëåíèÿìè, ïðèìåì áîëåå óäîáíûå îáîçíà÷åíèÿ ìàòðèö.
Ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû ìàòðèöû Â, êîòîðûå îáû÷íî îáîçíà÷àþòñÿ êàê Amn òåïåðü áóäóò
îáîçíà÷àòüñÿ äðóãèì ñèìâîëîì:

Amn ⇒ 〈m|Â|n〉.

Ïîñëå ýòîãî âû÷èñëåíèÿ ñ ìàòðèöàìè ïðèîáðåòàþò àâòîìàòèçì, íàïðèìåð, ôîðìóëà ïðîèçâåäåíèÿ
ìàòðèö âûãëÿäèò òàê:

〈m|ÂB̂|n〉 =
∑

l

〈m|Â|l〉〈l|B̂|n〉.

Â íîâûõ îáîçíà÷åíèÿõ ìàòðè÷íîå ðàâåíñòâî

−h̄ωâ = [Ĥ, â]

â ïîêîìïîíåíòíîé çàïèñè ïðèíèìàåò ôîðìó

−ωh̄〈m|â|n〉 = 〈m|[Ĥ, â]|n〉

Åñëè ìàòðèöà Ĥ äèàãîíàëüíà:

〈m|Ĥ|n〉 = Emδmn,

òî ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

〈m|[Ĥ, â]|n〉 = (Em − En)〈m|â|n〉.

Òàêèì îáðàçîì ïîëó÷àþòñÿ óðàâíåíèÿ

−ωh̄〈m|â|n〉 = (Em − En)〈m|â|n〉.

Ïîëó÷åííûå ðàâåíñòâà ìîãóò áûòü óäîâëåòâîðåíû â äâóõ ñëó÷àÿõ:

En = Em + h̄ω 〈m|â|n〉 = 0.

Äîãîâîðèìñÿ íóìåðîâàòü óðîâíè ýíåðãèè òàê, ÷òîáû èõ çíà÷åíèÿ ìîíîòîííî âîçðàñòàëè ñ
óâåëè÷åíèåì íîìåðà óðîâíÿ. Â ýòîì ñëó÷àå óðîâíè ýíåðãèè îñöèëëÿòîðà ìîæíî ïåðå÷èñëèòü
ôîðìóëîé

En = E0 + h̄ωn, n = 0, 1, 2, ...,
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ãäå E0 ïîêà ïðîèçâîëüíî. Îòëè÷íûå îò íóëÿ ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû ìàòðèöû â ðàâíû

〈n− 1|â|n〉 = an, n = 1, 2, 3, ...

Àíàëîãè÷íî, îòëè÷íûå îò íóëÿ ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû â+ ðàâíû

〈n|â+|n− 1〉 = an
∗, n = 1, 2, 3, ...

Çíà÷åíèÿ ÷èñåë an ìîæíî ïîëó÷èòü, ó÷èòûâàÿ ÿâíî ïåðåñòàíîâî÷íîå ñîîòíîøåíèå ìåæäó
â è â+:

〈m|Ê|n〉 = 〈m|[â, â+]|n〉 = |am+1|2δm+1,n+1 − |am|2δm−1,n−1 = (|am+1|2 − |am|2)δmn.

Ýòî ïðèâîäèò ê óðàâíåíèÿì â êîíå÷íûõ ðàçíîñòÿõ

|am+1|2 = |am|2 + 1

ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì a0 = 0. Åñëè ñ÷èòàòü ÷èñëà an äåéñòâèòåëüíûìè, òî

an =
√
n, n = 1, 2, 3, ...

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ òàêàÿ ôîðìóëà äëÿ îòëè÷íûõ îò íóëÿ ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ
ìàòðèö â, â+:

〈m|â|n〉 = δm,n−1

√
n, 〈m|â+|n〉 = δm,n+1

√
n+ 1.

Òåïåðü ìîæíî íàéòè çíà÷åíèå E0:

E0 = 〈0|Ĥ|0〉 = h̄ω(
1
2

+
∞∑
l

〈0|â+|l〉〈l|â|0〉).

Ïîñêîëüêó ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû 〈0|â+|l〉, 〈l|â|0〉, l ≥ 0 ðàâíû íóëþ, òî óðîâíè ýíåðãèè
ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà ïåðå÷èñëÿþòñÿ ôîðìóëîé

En = h̄ω(n+
1
2
).

ÊÀÍÎÍÈ×ÅÑÊÈÅ ÏÐÅÎÁÐÀÇÎÂÀÍÈß. ÇÀÊÎÍÛ ÑÎÕÐÀÍÅÍÈß

Îáà ïðèìåðà ðåøåíèé óðàâíåíèé Ãàéçåíáåðãà äåìîíñòðèðóþò íåèçìåííîñòü âî âðåìåíè
ïåðåñòàíîâî÷íûõ ñîîòíîøåíèé ìåæäó èìïóëüñîì è êîîðäèíàòîé. Ýòî ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì
ñëåäñòâèåì ñòðóêòóðû ðåøåíèé óðàâíåíèÿ Ãàéçåíáåðãà: åñëè ãàìèëüòîíèàí ñèñòåìû íå
çàâèñèò îò âðåìåíè ÿâíî, òî ðåøåíèÿ óðàâíåíèé Ãàéçåíáåðãà èìåþò âèä:

F̂ (t) = Ŝ(t)F̂ Ŝ−1,

ãäå

Ŝ(t) = exp
(
i
Ĥt
h̄

)
.

Ýðìèòîâî ñîïðÿæåííàÿ ìàòðèöà Ŝ(t)
+
ñîâïàäàåò ñ ìàòðèöåé Ŝ(t)

−1
:

Ŝ(t)
+
Ŝ(t) = Ŝ(t)Ŝ(t)

+
= Ê.

Ìàòðèöû ñ òàêèì ñâîéñòâîì íàçûâàþò óíèòàðíûìè.

7



ÑÎÎÒÍÎØÅÍÈß ÍÅÎÏÐÅÄÅËÅÍÍÎÑÒÅÉ

Õîòÿ óðàâíåíèÿ Ãàéçåíáåðãà äëÿ ñèñòåì, äèíàìè÷åñêèå ïåðåìåííûå êîòîðûõ èìåþò
êëàññè÷åñêèé, ïîêà òðóäíî ñóäèòü î ñòåïåíè áëèçîñòè íîâîé òåîðèè è êëàññè÷åñêîé, õîòÿ
áû ïîòîìó ÷òî ïîêà ìû íå çíàåì êàê ìîæíî ñâÿçàòü ñ êâàíòîâûìè äèíàìè÷åñêèìè ïåðåìåííûìè
÷èñëà, êîòîðûå ìîæíî áûëî áû ñðàâíèâàòü ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè.

Èíà÷å ãîâîðÿ, ïîêà ìû èìååì äåëî ñ òàêîé öåïî÷êîé ñîïîñòàâëåíèé:

Âåëè÷èíà F ⇒ ìàòðèöà F̂ ,

à äëÿ ïîñòðîåíèÿ çàêîí÷åííîé ôèçè÷åñêîé òåîðèè åå íóæíî äîïîëíèòü äî öåïî÷êè

Âåëè÷èíà F ⇒ ìàòðèöà F̂ ⇒ ÷èñëî f .

Â 1927 ãîäó ôîí-Íåéìàí çàìåòèë, ÷òî äëÿ ñðàâíåíèÿ òåîðèè ñ ýêñïåðèìåíòîì ýòó
öåïî÷êó ìîæíî çàìåíèòü, áîëåå îïðåäåëåííîé è ìåíåå îáðåìåíèòåëüíîé:

Âåëè÷èíà F ⇒ ìàòðèöà F̂ ⇒ ÷èñëî 〈F 〉 � ñðåäíåå çíà÷åíèå F .

×òîáû ðåàëèçîâàòü ýòó ïðîãðàììó, íóæíî îïðåäåëèòü ÷èñòî ìàòåìàòè÷åñêóþ ïðîöåäóðó
âû÷èñëåíèÿ
ñðåäíèõ çíà÷åíèé. Ôîí-Íåéìàí ïîòðåáîâàë, ÷òîáû îíà óäîâëåòâîðÿëà ÷åòûðåì óñëîâèÿì.

1) Ñðåäíåå çíà÷åíèå ïîñòîÿííîé âåëè÷èíû äîëæíî áûòü ðàâíî çíà÷åíèþ ýòîé âåëè÷èíû.
Â ÷àñòíîñòè, ñðåäíåå çíà÷åíèå åäèíèöû äîëæíî áûòü ðàâíî åäèíèöå.

Ýòî óñëîâèå ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü òàê:

〈Ê〉 = 1.

2) Ñðåäíåå çíà÷åíèå ñóììû ðàâíî ñóììå ñðåäíèõ:

〈
∑

i

F̂i〉 =
∑

i

〈F̂i〉.

3) Ñðåäíèå çíà÷åíèÿ êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûõ âåëè÷èí êîìïëåêñíî ñîïðÿæåíû.
Ýòî óñëîâèå ñëåäóåò äîïîëíèòü ñîãëàøåíèåì î òîì, êàê ñâÿçàòü â ìàòåìàòè÷åñêîì àïïàðàòå
êâàíòîâîé ìåõàíèêå êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûå âåëè÷èíû. Ñ÷èòàþò, ÷òî åñëè âåëè÷èíå F
ñîîòâåòñâóåò ìàòðèöà F̂ , òî âåëè÷èíå F ∗ ñîîòâåòñòâóåò ýðìèòîâî ñîïðÿæåííàÿ ìàòðèöà
F̂+:

F ⇒ F̂ ⇔ F ∗ ⇒ F̂+.

Î÷åâèäíî, ÷òî ñ äåéñòâèòåëüíîé âåëè÷èíîé ñîïîñòàâëÿåòñÿ ñàìîñîïðÿæåííàÿ ìàòðèöà.
Ñ ó÷åòîì ýòîãî ñîãëàøåíèÿ óñëîâèå ôîí-Íåéìàíà ìîæíî âûðàçèòü ôîðìóëîé

(〈F̂ 〉)∗ = 〈F̂+〉.

4) Ñðåäíåå çíà÷åíèå íåîòðèöàòåëüíîé âåëè÷èíû íåîòðèöàòåëüíî.

F ≥ 0 ⇒ 〈F̂ 〉 ≥ 0.

Ôîí-Íåéìàí ïîêàçàë, ÷òî ïðèâåäåííûå âûøå óñëîâèÿ ïîçâîëÿþò ïîëó÷èòü ÿâíóþ ôîðìóëó
âû÷èñëåíèÿ ñðåäíèõ çíà÷åíèé ëþáîé âåëè÷èíû, ñâÿçàííîé ñ êâàíòîâî ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìîé.

Ïîëåçíî, îòëîæèâ ðåàëèçàöèþ ïðîãðàììû ôîí-Íåéìàíà, ðàññìîòðåòü ïðèíöèïèàëüíûå
ñëåäñòâèÿ ïðåäëîæåííîé èì ïðîöåäóðû.

Âñïîìíèì, ÷òî ñòåïåíü ðàçìûòîñòè çíà÷åíèé ïðîèçâîëüíîé âåëè÷èíû â òåîðèè âåðîÿòíîñòåé
õàðàêòåðèçóåòñÿ çíà÷åíèåì äèñïåðñèåé ýòîé âåëè÷èíû.

D(F̂ ) = 〈F̂ 2〉 −
(
〈F̂ 〉

)2

= 〈(F̂ − 〈F̂ 〉Ê)2〉.
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Ïîñêîëüêó ñðåäíèå çíà÷åíèÿ äåéñòâèòåëüíîé âåëè÷èíû äåéñòâèòåëüíû, òî äèñïåðñèÿ äåéñòâèòåëüíîé
âåëè÷èíû íåîòðèöàòåëüíà. Ôîðìóëà äëÿ äèñïåðñèè ïîäñêàçûâàåò ïîëåçíîñòü ïðèâåäåííûõ
âåëè÷èí âèäà F̂ − 〈F̂ 〉Ê, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò òåì æå ïåðåñòàíîâî÷íûì ñîîòíîøåíèÿì,
÷òî è ïåðâîíà÷àëüíûå.

Â ñëó÷àå ìàòåðèàëüíîé òî÷êè ñ îäíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû óäîáíî îïðåäåëèòü ìàòðèöû

Q̂ = q̂ − 〈q̂〉Ê, P̂ = p̂− 〈p̂〉Ê.

Ýòè ìàòðèöû ýðìèòîâû, à êîììóòàòîð èõ ïðîïîðöèîíàëåí åäèíè÷íîé ìàòðèöå:

[Q̂, P̂ ] = ih̄Ê.

Åñëè ïðè ïðîèçâîëüíîì äåéñòâèòåëüíîì α (çàìåòèì, ÷òî α � ðàçìåðíàÿ âåëè÷èíà)
îïðåäåëèòü ïåðåìåííóþ

T̂ = αQ̂+ iP̂ ,

òî ïðîèçâåäåíèå T̂+T̂ áóäåò íåîòðèöàòåëüíîé âåëè÷èíîé, ïîýòîìó äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ
íåðàâåíñòâî

G(α) = 〈T̂+T̂ 〉 ≥ 0.

Ðàñêðûâàÿ ñêîáêè â ïðîèçâåäåíèè, ïîëó÷èì

G(α) = α2〈Q̂2〉+ 〈P̂ 2〉+ iα〈(Q̂P̂ − P̂ Q̂)〉 = α2〈Q̂2〉+ 〈P̂ 2〉 − αh̄〈Ê〉 ≥ 0.

Ôóíêöèÿ G(α) äîñòèãàåò ìèíèìóìà â òî÷êå

α0 =
h̄

2〈Q̂2〉
,

ïîýòîìó ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

G(α0) = 〈P̂ 2〉 − h̄2

4〈Q̂2〉
≥ 0.

Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî

〈Q̂2〉 = D(q̂), 〈P̂ 2〉 = D(p̂)

è çàïèñàòü íàøå íåðàâåíñòâî â ôîðìå

D(q̂)D(p̂) ≥ h̄2

4
.

Óäîáíî ïîëüçîâàòüñÿ âåëè÷èíàìè, êîòîðûå íàçûâàþò íåîïðåäåëåííîñòÿìè èìïóëüñà
è êîîðäèíàòû:

∆q =
√
D(q̂), ∆p =

√
D(p̂).

Ïîëó÷àþùååñÿ íåðàâåíñòâî,

∆q∆p ≥ h̄

2
,

íàçûâàþò ñîîòíîøåíèåì íåîïðåäåëåííîñòåé äëÿ èìïóëüñà è êîîðäèíàòû. Ýòî
ñîîòíîøåíèå (íåñêîëüêî èíûì ñïîñîáîì) ïîëó÷èë Ãàéçåíáåðã â 1927 ãîäó.

×òîáû ëó÷øå ïîíÿòü ôèçè÷åñêèé ñìûñë ñîîòíîøåíèÿ íåîïðåäåëåííîñòåé, ïîëåçíî íåïîñðåäñòâåííî
îáðàòèòüñÿ ê ðàáîòå Ãàéçåíáåðãà. Â íåé, â äóõå ðàáîòû 1925 ãîäà ãîâîðèòñÿ, ÷òî ïåðåõîäÿ
â êâàíòîâóþ îáëàñòü, íåîáõîäèìî äàòü òî÷íûå îïðåäåëåíèÿ îáùåïðèíÿòûõ â êëàññè÷åñêîé
ôèçèêå òåðìèíîâ êàê "ïîëîæåíèå", "ýíåðãèÿ"..., è ïðåäëàãàåòñÿ òàêîå îïðåäåëåíèå "ïîëîæåíèÿ":

... åñëè ìû õîòèì óÿñíèòü, ÷òî ñëåäóåò ïîíèìàòü ïîä ñëîâîì "ïîëîæåíèå
îáúåêòà", íàïðèìåð, ýëåêòðîíà (ïî îòíîøåíèþ ê çàäàííîé ñèñòåìå îòñ÷åòà),
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íåîáõîäèìî óêàçàòü îïðåäåëåííûå ýêñïåðèìåíòû, ïðè ïîìîùè êîòîðûõ íàìåðåâàþòñÿ
îïðåäåëèòü "ïîëîæåíèå ýëåêòðîíà", â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ýòî íå èìååò ñìûñëà.

Â êà÷åñòâå ïðèáîðà, êîòîðûé â íåêîòîðîì ìûñëåííîì ýêñïåðèìåíòå, îïðåäåëÿåò ïîëîæåíèå
ýëåêòðîíà, áûë ïðåäëîæåí çíàìåíèòûé íûíå ìèêðîñêîï Ãàéçåíáåðãà.

Ìû îñâåùàåì ýëåêòðîí è ðàññìàòðèâàåì åãî â ìèêðîñêîï. Ïðè òàêîì ñïîñîáå
ìàêñèìàëüíî äîñòèæèìàÿ òî÷íîñòü îïðåäåëåíèÿ ïîëîæåíèÿ â îñíîâíîì çàäàåòñÿ
äëèíîé âîëíû èñïîëüçóåìîãî ñâåòà. Íî â ïðèíöèïå ìîæíî ïîñòðîèòü, íàïðèìåð,
γ-ëó÷åâîé ìèêðîñêîï è ñ åãî ïîìîùüþ îïðåäåëèòü ïîëîæåíèå ñ æåëàåìîé
òî÷íîñòüþ. Îäíàêî â ýòîì èçìåðåíèè ñóùåñòâåííî ïîáî÷íîå îáñòîÿòåëüñòâî
� ýôôåêò Êîìïòîíà. Â òî ìãíîâåíèå, êîãäà îïðåäåëÿåòñÿ ïîëîæåíèå, èíà÷å
ãîâîðÿ, â ìãíîâåíèå, êîãäà êâàíò ñâåòà îòêëîíÿåòñÿ ýëåêòðîíîì, ïîñëåäíèé
ïðåðûâíî èçìåíÿåò ñâîé èìïóëüñ. Ýòî èçìåíåíèå òåì ñèëüíåå, ÷åì ìåíüøå
äëèíà âîëíû èññëåäóåìîãî ñâåòà, èíà÷å ãîâîðÿ, ÷åì âûøå òî÷íîñòü îïðåäåëåíèÿ
ïîëîæåíèÿ. Ïîýòîìó â òî ìãíîâåíèå, êîãäà èçâåñòíî ïîëîæåíèå ýëåêòðîíà,
èìïóëüñ ìîæåò áûòü îïðåäåëåí ëèøü ñ òî÷íîñòüþ äî âåëè÷èíû, ñîîòâåñòâóþùåé
òàêîìó ïðåðûâíîìó èçìåíåíèþ. Èòàê, ÷åì òî÷íåå îïðåäåëÿåòñÿ ïîëîæåíèå,
òåì ìåíåå òî÷íî èçâåñòåí èìïóëüñ, è íàîáîðîò.

Ìèêðîñêîï Ãàéçåíáåðãà ìîæíî ïðåäñòàâèòü ïðèìåðíî ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ðàñïîëîæèì
ëèíçó ìèêðîñêîïà òàê, ÷òîáû ýëåêòðîí, ðàñïîëîæåííûé â òî÷êå O, îêàçàëñÿ ïîä öåíòðîì
ëèíçû. Ïî (âîëíîâîé) òåîðèè Àááå ðàçðåøàþùàÿ ñèëà ìèêðîñêîïà (ò.å. òî÷íîñòü èçìåðåíèÿ
x-êîîðäèíàòû ýëåêòðîíà) äàåòñÿ âûðàæåíèåì

∆x =
λ

2sin(φ
2 )
,

ãäå λ � äëèíà âîëíû ïàäàþùåãî íà ýëåêòðîí ñâåòà. Íàáëþäàòåëü óâèäèò âñïûøêó, ñâèäåòåëüñòâóþùóþ
î íàëè÷èè ýëåêòðîíà â òî÷êå O, åñëè êâàíò ñâåòà ïîñëå ñòîëêíîâåíèÿ áóäåò äâèãàòüñÿ
âíóòðè êîíóñà ñ ðàñòâîðîì óãëà φ. Åñëè p � àáñîëþòíîå çíà÷åíèå èìïóëüñà ôîòîíà ïîñëå
ðàññåÿíèÿ, òîãäà íåîïðåäåëåííîñòü x-ñîñòàâëÿþùåé èìïóëüñà ôîòîíà, ïîïàâøåãî â ìèêðîñêîï,
áóäåò ðàâíà

∆p = 2
h̄

λ
sin(

φ

2
).

Òàêèì îáðàçîì, ìèêðîñêîï Ãàéçåíáåðãà ïîçâîëÿåò îòäåëüíî èçìåðèòü èìïóëüñ è êîîðäèíàòó
ýëåêòðîíà ñ ïðîèçâîëüíîé òî÷íîñòüþ, íî ïðè îäíîâðåìåííîì èçìåðåíèè ýòèõ âåëè÷èí
íåòî÷íîñòè ðåçóëüòàòîâ áóäóò ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì

∆q∆p ∼ h̄.

Äàëåå Ãàéçåíáåðã óòâåðæäàåò, ÷òî
ãîâîðèòü îá ýíåðãèè àòîìà â îïðåäåëåííûé ìîìåíò âðåìåíè òàê æå áåññìûñëåííî,
êàê ãîâîðèòü î ÷àñòîòå ñâåòîâîé âîëíû â äàííîå ìãíîâåíèå.

Ê òàêîìó âûâîäó ïðèâîäèò, íàïðèìåð, àíàëèç îïûòà ïî îïðåäåëåíèþ ýíåðãèè àòîìà, â
êîòîðì ðåãèñòðèðóåòñÿ îòêëîíåíèå àòîìà âî âíåøíåì ïîëå (îïûò Øòåðíà-Ãåðëàõà). Ïóñòü
àòîì, ïåðâîíà÷àëüíî ïåðåìåùàþùèéñÿ âäîëü îñè x, ïîïàäàåò â îáëàñòü, ãäå ñóùåñòâóåò
ìàãíèòíîå ïîëå, íàïðàâëåííîå âäîëü îñè z, ïðè÷åì íàïðÿæåííîñòü ïîëÿ çàâèñèò îò z :
H = H(z). Ýíåðãèÿ àòîìà â ýòîì ñëó÷àå òàêæå çàâèñèò îò z, ïîýòîìó íà àòîì äåéñòâóåò
ñèëà, îòêëîíÿþùàÿ âäîëü ýòîé îñè. Ïðèðàùåíèå èìïóëüñà àòîìà çà âðåìÿ ∆t ðàâíî Åñëè
êîîðäèíàòû äâóõ òàêèõ àòîìîâ â ìîìåíò âõîæäåíèÿ â

∆p = F∆t =
∆E
∆z

∆t,

ò.å.
∆z∆p = ∆E∆t.

Ïîñêîëüêó íåâîçìîæíî ñëåäèòü çà òðàåêòîðèåé îòäåëüíîãî àòîìà, â ðåàëüíîì ýêñïåðèìåíòå
ñîçäàåòñÿ öèëèíäðè÷åñêèé ïó÷îê àòîìîâ ñ äèàìåòðîì öèëèíäðà ðàâíûì, íàïðèìåð, d.
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Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ∆p, ∆z èìåþò ñìûñë íåîïðåäåëåííîñòåé z-ñîñòàâëÿþùèõ èìïóëüñà
èðàäèóñà-âåêòîðà àòîìà, ïîýòîìó èõ ïðîèçâåäåíèå � âåëè÷èíà ïîðÿäêà h̄. Òàêèì îáðàçîì
íåîïðåäåëåííîñòü ýíåðãèè ∆E, ñâÿçàíà ñ äëèòåëüíîñòüþ ýêñïåðèìåíòà ∆t ñîîòíîøåíèåì

∆E∆t ∼ h̄.

ÔÎÐÌÓËÀ ÂÛ×ÈÑËÅÍÈß ÑÐÅÄÍÈÕ.
ÂÎÇÌÎÆÍÛÅ ÑÎÑÒÎßÍÈß ÑÈÑÒÅÌÛ.

ßâíûé âèä ôîðìóëû, ïî êîòîðîé âû÷èñëÿþòñÿ ñðåäíèå, íåìåäëåííî ïîëó÷àåòñÿ ïîñëå
ñëåäóþùåãî íàáëþäåíèÿ: ÷òî ëþáóþ ìàòðèöó ìîæíî ïðåäñòàâèòü â ôîðìå

F̂ =
∑
m,n

FmnP̂mn,

ãäå P̂mn � ìàòðèöû, ó êîòîðûõ âñå ýëåìåíòû, êðîìå îäíîãî, ðàâíû íóëþ, à åäèíñòâåííûé
íåíóëåâîé ýëåìåíò ðàâåí åäèíèöå è ñòîèò íà ïåðåñå÷åíèè m-òîé ñòðîêè è n-òîãî ñòîëáöà.
Ïîýòîìó ñðåäíåå çíà÷åíèå ëþáîé âåëè÷èíû F ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

〈F̂ 〉 =
∑
m,n

Fmnρnm,

ãäå
ρnm = 〈P̂mn〉.

Åñëè ñ÷èòàòü, ÷òî ÷èñëà ρmn îïðåäåëÿþò ìàòðèöó ρ̂ = (ρmn), òî ñðåäíåå çíà÷åíèå F ìîæíî
ïðåäñòàâèòü â ôîðìå

〈F̂ 〉 = Tr(F̂ ρ̂).

Ñðåäíåå çíà÷åíèå ïðîèçâîëüíîé äèíàìè÷åñêîé ïåðåìåííîé F îïðåäåëÿåòñÿ äâóìÿ âåëè÷èíàìè
� ìàòðèöåé F̂ , êîòîðàÿ ñîïîñòàâëÿåòñÿ ñ èíòåðåñóþùåé íàñ ïåðåìåííîé, è íåêîòîðîé äðóãîé
ìàòðèöåé, êîòîðàÿ ñòðîèòñÿ èç ñðåäíèõ çíà÷åíèé âïîëíå îïðåäåëåííûõ âåëè÷èí P̂mn,
íå èìåþùèõ îòíîøåíèÿ ê âåëè÷èíå F . Ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû ýòîé ìàòðèöû ñâÿçàíû ñî
ñâîéñòâàìè ñèñòåìû, ò.å. ñ åå ñîñòîÿíèåì.

Òàêèì îáðàçîì ïîëó÷åí ñïîñîá ìàòåìàòè÷åñêîãî îïèñàíèÿ ñîñòîÿíèé êâàíòîâîé ñèñòåìû
ñèñòåìû:

ñîñòîÿíèå ñèñòåìû ⇐⇒ ìàòðèöà ρ̂.

Ïîñêîëüêó ρ̂ åñòåñòâåííûì îáðàçîì âîçíèêàåò ïðè âû÷èñëåíèè ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ, íàçûâàþò
ìàòðèöåé ïëîòíîñòè.

Çàìåòèì, ÷òî ïîêà èç óñëîâèé, îïðåäåëÿþùèõ ïðîöåäóðó âû÷èñëåíèÿ ñðåäíèõ, áûëî
èñïîëüçîâàíî ëèøü óñëîâèå 2). Îñòàëüíûå ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü êàê óñëîâèÿ, êîòîðûì
äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü ìàòðèöà ïëîòíîñòè.

Ïîñêîëüêó ìàòðèöû P̂mn è P̂nm ýðìèòîâî ñîïðÿæåíû:

P̂mn = (P̂nm)+,

òî â ñèëó óñëîâèÿ 3) ÷èñëà ρmn è ρnm äîëæíû áûòü êîìïëåêñíî ñîïðÿæåíû:

ρmn = (ρnm)∗.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìàòðèöà ρ̂ äîëæíà áûòü ýðìèòîâîé.
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Óñëîâèå 1) òðåáóåò, ÷òîáû ñëåä ìàòðèöû ρ̂ áûë ðàâåí åäèíèöå:

Trρ̂ = 1.

Îñòàåòñÿ ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäñòâèå óñëîâèÿ ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè ñðåäíèõ.
Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî âû÷èñëèòü ñðåäíåå çíà÷åíèå íåêîòîðîé ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé

âåëè÷èíû. Âûáåðåì åå ñëåäóþùèì îáðàçîì. Âîçüìåì íåêîòîðóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë
{cn}, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ

∑
n |cn|2 = 1, è îïðåäåëèì ìàòðèöó

(Q̂)mn = cmc
∗
n.

Îíà îáëàäàåò ñâîéñòâàìè
Q̂+ = Q̂, Q̂ = Q̂2.

Ïåðâîå èç ýòèõ ðàâåíñòâ îçíà÷àåò, ÷òî âåëè÷èíà Q äåéñòâèòåëüíà, à âòîðîå � ÷òî îíà ðàâíà
êâàäðàòó äåéñòâèòåëüíîé âåëè÷èíû. Åå ñðåäíåå çíà÷åíèå äîëæíî áûòü íåîòðèöàòåëüíûì.
Ïîýòîìó äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ íåðàâåíñòâî

Tr(ρ̂Q̂) =
∑
mn

cm
∗ρmncn ≥ 0.

Ìàòðèöû, îáëàäàþùèå òàêèìè ñâîéñòâàìè, íàçûâàþòñÿ ïîëîæèòåëüíî
îïðåäåëåííûìè.

Òàêèì îáðàçîì, âîçìîæíûå ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû â àïïàðàòå êâàíòîâîé ìåõàíèêè ñâÿçûâàþòñÿ
ñ ìàòðèöàìè ïëîòíîñòè:

⇐⇒ ρ̂,

êîòîðàÿ îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:
1. Ìàòðèöà ïëîòîñòè ýðìèòîâà:

ρ̂+ = ρ̂.

2. Ìàòðèöà ïëîòíîñòè ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà:

〈c|ρ̂c〉 ≥ 0,∀c.

3. Ñëåä ìàòðèöû ïëîòíîñòè ðàâåí åäèíèöå:

Trρ̂ = 1.

Ñðåäíåå çíà÷åíèå ëþáîé âåëè÷èíû F â ñîñòîÿíèè ρ ðàâíî

〈F 〉ρ = Tr(F̂ ρ̂).

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî âû÷èñëåííûå ïî ýòîé ôîðìóëå ñðåäíèå çíà÷åíèÿ êîìïëåêñíî
ñîïðÿæåííûõ âåëè÷èí êîìïëåêñíî ñîïðÿæåíû è ñðåäíèå äåéñòâèòåëüíûõ âåëè÷èí äåéñòâèòåëüíû:

〈F ∗〉 = Tr(F̂+ρ̂) =
∑
m,n

F+
mnρnm =

∑
m,n

F ∗nmρ
∗
mn = Tr(F̂ ρ̂)∗ = 〈F 〉∗.

ÏÐÈÌÅÐ ÌÀÒÐÈÖÛ ÏËÎÒÍÎÑÒÈ.

Ðàññìîòðèì ïðîñòåéøóþ ôèçè÷åñêóþ ñèñòåìó, ïåðåìåííûì êîòîðîé ñîîòâåòñòâóþò äâóõðÿäíûå
ìàòðèöû

F ⇒ F̂ =
(
f11 f12
f21 f22

)

12



ñ êîìïëåêñíûìè ìàòðè÷íûìè ýëåìåíòàìè. Åñëè F̂ � ýðìèòîâà ìàòðèöà, ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

F̂+ = F̂ ⇒ f11
∗ = f11, f22

∗ = f22, f12
∗ = f21,

îçíà÷àþùèå, ÷òî äâóõðÿäíûå ýðìèòîâû ìàòðèöû îïðåäåëÿþò ÷åòûðå äåéñòâèòåëüíûå ïàðàìåòðà.
×òîáû ÿâíî âûäåëèòü ýòè âåëè÷èíû, ïðåäñòàâèì ïðîèçâîëüíóþ ýðìèòîâó ìàòðèöó â òåðìèíàõ
åäèíè÷íîé ìàòðèöû è ìàòðèö Ïàóëè

σ̂1 =
(

0 1
1 0

)
, σ̂2 =

(
0 −i
i 0

)
, σ̂3 =

(
1 0
0 −1

)
.

Ïåðå÷èñëèì âàæíåéíèå ñâîéñòâà ýòèõ ìàòðèö:

σ̂+
α , = σ̂α, σ̂ασ̂α = δαβÊ + iεαβγ σ̂γ .

Èç ýòèõ ñîîòíîøåíèé ñëåäóåò, â ÷àñòíîñòè, ïîëåçíàÿ ôîðìóëà

(~a~̂σ)(~a~̂σ) = (~a~b) + i~̂σ(~a×~b).

Ïðîèçâîëüíóþ ýðìèòîâó ìàòðèöó ìîæíî ïðåäñòàâèòü â ôîðìå

F̂+ = F̂ ⇒ F̂ =
1
2
(bÊ + ~a~̂σ),

ãäå ïàðàìåòð b ðàâåí ñëåäó ìàòðèöû F̂ :

b = TrF̂ .

Ïîñêîëüêó ñëåä ìàòðèöû ïëîòíîñòè ðàâåí åäèíèöå, òî ee ïðåäñòàâèòü òàê:

ρ̂ =
1
2
(Ê + ~a~̂σ).

Âûÿñíèì, ê ÷åìó ïðèâîäèò óñëîâèå ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè ìàòðèöû ïëîòíîñòè.
Çàìåòèì, ÷òî åñëè ~n � åäèíè÷íûé âåêòîð: ~n2 = 1, òî ìàòðèöû

P̂± =
1
2
(Ê ± ~n~̂σ)

îáëàäàþò ñâîéñòâàìè:
P̂+
± = P̂±, P̂ 2

± = P̂±,

ò.å. îíè ñîîòâåòñâóþò ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûì âåëè÷èíàì. Ïîýòîìó äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ
íåðàâåíñòâà

〈P̂±〉 = Tr(P̂±ρ̂) ≥ 0.

Âû÷èñëÿÿ ñðåäíèå çíà÷åíèÿ ÿâíî, ïîëó÷èì íåðàâåíñòâà

〈P̂±〉 =
1
2
(1± ~a~n) ≥ 0,

îçíà÷àþùèå, ÷òî äëèíà âåêòîðà ~a íå äîëæíà ïðåâîñõîäèòü åäèíèöû. Óäîáíî âûäåëèòü
ÿâíî äëèíó âåêòîðà è åãî íàïðàâëåíèå. Ìàòðèöà ïëîòíîñòè ïîñëå ýòîãî ïðèìåò âèä

ρ̂ =
1
2
(Ê + r~m~̂σ), 0 ≤ r 1, ~m2 = 1.

Ïîêà íàøè ðàññóæäåíèÿ áûëè ïðèìåíèìû ê ëþáîé ñèñòåìå, ïåðåìåííûå êîòîðîé ïðåäñòàâëÿþòñÿ
äâóõðÿäíûìè ìàòðèöàìè. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà ýòè âåëè÷èíû ìîæíî ñâÿçàòü ñî ñïèíîì
÷àñòèöû.

Ñïèí ÷àñòèöû � ýòî åå ñîáñòâåííûé ìîìåíò êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ â ñîñòîÿíèè, ïðè
êîòîðîì èìïóëüñ ÷àñòèöû ðàâåí íóëþ. Â êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå ýòà âåëè÷èíà òîæäåñòâåííî

13



ðàâíà íóëþ. Òàêèì îáðàçîì ñïèí èìååò ÷èñòî êàíòîâóþ ïðèðîäó. Â êâàíòîâîé òåîðèè �
ýòî ÷àñòíûé ñëó÷àé îáùåãî ïîíÿòèÿ ìîìåíòà êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ.

×òîáû îñîçíàòü ñìûñë ýòèõ âûðàæåíèé, âûÿñíèì êàê ìîæíî îïðåäåëèòü â êâàíòîâîé
ìåõàíèêå ìîìåíò èìïóëüñà.

Â êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå ìîìåíò èìïóëüñà ÷àñòèöû � ýòî âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå åå
èìïóëüñà è ðàäèóñ-âåêòîðà:

~M = ~r × ~p.

Â ïîêîìïîíåíòíîé çàïèñè ýòî ðàâåíñòâî âûãëÿäèò òàê:

M1 = x2p3 − x3p2, M2 = x3p2 − x2p3, M3 = x1p2 − x2p3,

èëè
Mα = εαβγxβpγ .

×òîáû ïîëó÷èòü ñîîòâåñòâóþùèå ôîðìóëû êâàíòîâîé òåîðèè, íóæíî îïðåäåëèòü âåëè÷èíû
x̂α, p̂α. Ýòè îïðåäåëåíèÿ äàþòñÿ â òåðìèíàõ êîììóòàòîðîâ.

x̂α = x̂+
α , p̂α = p̂+

α , [x̂α, x̂β ] = 0, [p̂α, p̂β ] = 0, [x̂α, p̂β ] = ih̄Ê.

Ïðèâåäåííûå ôîðìóëû îïðåäåëÿþò ñîñòàâëÿþùèå èìïóëüñà è ðàäèóñ-âåêòîðà ÷àñòèöû
êàê äåéñòâèòåëüíûå âåëè÷èíû. Êðîìå òîãî, âñå òðè ñîñòàâëÿþùèå ðàäèóñ-âåêòîðà (à òàêæå
è ñîñòàâëÿþùèå åå èìïóëüñà) ìîæíî îäíîâðåìåííî èçìåðèòü ñ ïðîèçâîëüíîé òî÷íîñòüþ.
Äëÿ ñîîòâåñòâóþùèõ äðóã äðóãó ñîñòàâëÿþùèõ èìïóëüñà è ðàäèóñ-âåêòîðà ñïðàâåäëèâû
ñîîòíîøåíèÿ íåîïðåäåëåííîñòåé Ãàéçåíáåðãà.

Ñîñòàâëÿþùèå ìîìåíòà èìïóëüñà îïðåäåëÿþòñÿ ðàâåíñòâàìè

M̂1 = x̂2p̂3 − x̂3p̂2, M̂2 = x̂3p̂1 − x̂1p̂3, M̂3 = x̂1p̂2 − x̂2p̂1,

èëè
M̂α = εαβγ x̂β p̂γ .

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ñîñòàâëÿþùèå ìîìåíòà èìïóëüñà ýðìèòîâû:

M̂+
α = M̂α.

Åñëè èçìåðÿòü ìîìåíò ìîìåíò èìïóëüñà â åäèíèöàõ h̄:

~̂
M = h̄

~̂
l,

òî îñíîâíîé íàøåé âåëè÷èíîé ñòàíåò áåçðàçìåðíûé ìîìåíò èìïóëüñà

l̂α =
1
h̄
εαβγ x̂β p̂γ .

Íàéäåì ïåðåñòàíîâî÷íûå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ñîñòàâëÿþùèìè ìîìåíòà èìïóëüñà.
Óäîáíî íà÷àòü ñ êîììóòàòîðîâ ìåæäó êîîðäèíàòàìè è ìîìåíòîì:

[l̂1, x̂1] =
1
h̄

[x̂2p̂3 − x̂3p̂2, x̂1].

Ïîñêîëüêó x̂1 êîììóòèðóåò ñî âñåìè îñòàëüíûìè âåëè÷èíàìè, âõîäÿùèìè â êîììóòàòîð,
òî â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ íóëü. Èíà÷å îáñòîèò äåëî ñ äðóãèì âûðàæåíèåì:

[l̂1, x̂2] =
1
h̄

[x̂2p̂3 − x̂3p̂2, x̂2] = − 1
h̄

[x̂3p̂2, x̂2] = − 1
h̄
x̂3[p̂2, x̂2] = ix̂3.

Àíàëîãè÷íî âû÷èñëÿåòñÿ êîììóòàòîð

[l̂1, x̂3] = −ix̂2.
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Êîììóòàòîðû ìåæäó îñòàëüíûìè ñîñòàâëÿþùèìè ìîìåíòà è êîîðäèíàòû ïîëó÷àþòñÿ èç
ïðèâåäåííûõ ïîñëå öèêëè÷åñêîé ïåðåñòàíîâêè èíäåêñîâ. Ðåçóëüòàò âñåõ âû÷èñëåíèé ïîäâîäèò
ôîðìóëà:

[l̂α, x̂β ] = iεαβγ x̂γ .

Àíàëîãè÷íî âûãëÿäÿò êîììóòàòîðû ìåæäó ñîñòàâëþùèìè èìïóëüñà è ìîìåíòà:

[l̂α, p̂β ] = iεαβγ p̂γ .

Òåïåðü íåñëîæíî âû÷èñëèòü êîììóòàòîð ìåæäó ñîñòàâëÿþùèìè ìîìåíòà èìïóëüñà:

[l̂1, l̂1] = 0

Âû÷èñëåíèå êîììóòàòîðà

[l̂1, l̂2] =
1
h̄

[l̂1, x̂3p̂1 − x̂1p̂3]

ñâîäèòñÿ ê âû÷èñëåíèþ ïàðû

[l̂1, x̂3p̂1] = [l̂1, x̂3]p̂1 + x̂3[l̂1, p̂1] = −ih̄x̂2p̂1,

è
[l̂1, x̂1p̂3] = [l̂1, x̂1]p̂3 + x̂1[l̂1, p̂3] = −ih̄x̂1p̂2.

Ýòî äàåò
[l̂1, l̂2] = il̂3.

Àíàëîãè÷íî âû÷èñëÿåòñÿ è êîììóòàòîð

[l̂1, l̂3] = −il̂2.

Ïðîäîëæåíèå âû÷èñëåíèé ïðèâîäèò ê ôîðìóëå

[l̂α, l̂β ] = iεαβγ l̂γ .

Òåïåðü ìîæíî çàáûòü î òîì, êàê áûëè ïîëó÷åíû ýòè êîììóòàòîðû è îïðåäåëèòü ñîñòàâëÿþùèå
ìîìåíòà êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ

M̂α = h̄Ĵα,

Ĵ+
α = Ĵα, [Ĵα, Ĵβ ] = iεαβγ Ĵγ .

Ïîñòóëèðîâàííûì ñîîòíîøåíèÿì óäîâëåòâîðÿåò ïîäñòàíîâêà

Ĵα = l̂α + F̂α,

ãäå F̂α îáëàäàþò ñâîéñòâàìè:

F̂+
α = F̂α, [F̂α, F̂β ] = iεαβγF̂γ .

Åñëè F̂α íå ðàâíû òîæäåñòâåííî íóëþ, òî ýòè ïåðåìåííûå ìîæíî ñâÿçàòü ñ âíóòðåííèì
ìîìåíòîì êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ ÷àñòèöû.

Â êà÷åñòâå F̂α ìîæíî âçÿòü ìàòðèöû ŝα, ïðîïîðöèîíàëüíûå ìàòðèöàì Ïàóëè:

ŝα =
1
2
σα.

Îíè óäîâëåòâîðÿþò òðåáóåìûì ïåðåñòàíîâî÷íûì ñîîòíîøåíèÿì è, êðîìå òîãî, âûïîëíÿåòñÿ
òîæäåñòâî

~̂s
2

=
1
4

∑
α

σ̂2 =
3
4
Ê =

1
2
(
1
2

+ 1)Ê.
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Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî ñâÿçûâàåòñÿ ñ òåì, ÷òî ìàòðèöû ŝα îïèñûâàþò ÷àñòèöû ñî ñïèíîì
ôèêñèðîâàííîé âåëè÷èíû, ðàâíîé 1

2 .
Ñèñòåìó, êîòîðàÿ îïèñûâàåòñÿ ïåðåìåííûìè, ñâîäÿùèìñÿ ê äâóõðÿäíûì ìàòðèöàì,

ìîæíî îïðåäåëèòü êàê ñèñòåìó ñ äâóìÿ íåçàâèñèìûìè ñîñòîÿíèÿìè. ×òîáû ïîÿñíèòü ýòî
óòâåðæäåíèå, ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòà ñèñòåìà îïèñûâàåòñÿ ñïèíîâûìè ïåðåìåííûìè.

Â ýòîì ñëó÷àå âåëè÷èíà

Q(~n) = ~n~̂s, ~n2 = 1,

èìååò ñìûñë ïðîåêöèè ñïèíà íà îñü ~n.
Åñëè ñèñòåìà íàõîäèòñÿ ñ íåêîòîðîì ñîñòîÿíèè ρ, òî òî ñðåäíåå çíà÷åíèå Q(~n) ðàâíî

〈Q(~n)〉 = Tr(Q̂ρ̂) =
1
4
Tr(~n~̂σ(Ê + r~m~̂σ)) =

r

4
nαmβTr(σ̂ασ̂β) =

r

2
(~n~m).

Ïîñêîëüêó

Q̂2 =
1
4
Ê,

òî äèñïåðñèÿ Q̂ â ñîñòîÿíèè ρ ðàâíà

Dρ(Q) = 〈Q̂2 − r2

4
(~m~n)2Ê〉 =

1
4
(1− r2(~m~n)2).

Òàêèì îáðàçîì
åñëè r < 1, òî äèñïåðñèÿ Q âñåãäà ïîëîæèòåëüíà, ò.å. ïðîåêöèÿ ñïèíà â
ýòîì ñëó÷àå íà ìîæåò èìåòü òî÷íîãî çíà÷åíèÿ.

Åñëè r = 1, òî äèñïåðñèÿ Q ìîæåò áûòü ðàâíà íóëþ â òîì ñëó÷àå, åñëè ~m = ±~n.
Ïðîåêöèÿ ñïèíà íà îñü ~n èìååò òî÷íîå çíà÷åíèå 1

2

â ñîñòîÿíèè ρ̂ = 1
2 (Ê + ~n~̂σ).

Ïðîåêöèÿ ñïèíà íà îñü ~n èìååò òî÷íîå çíà÷åíèå − 1
2

â ñîñòîÿíèè ρ̂ = 1
2 (Ê − ~n~̂σ).

Ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü òàê:
Ïðîåêöèÿ ñïèíà íà ïðîèçâîëüíóþ îñü ìîæåò èìåòü òî÷íîå çíà÷åíèå òîëüêî â
îäíîì èç äâóõ ñîñòîÿíèé ñèñòåìû, ïðè÷åì ýòè ñîñòîÿíèÿ îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþòñÿ
âûáðàííîé îñüþ.

Ýòè ôàêòû ìîæíî áûëî ïðåäñêàçàòü äî ÿâíîãî âû÷èñëåíèÿ ñðåäíèõ çíà÷åíèé, àíàëèçèðóÿ
ñòðóêòóðó ìàòðèöû Q̂(~n). Åå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â ôîðìå

Q̂(~n) =
1
2
P̂+(~n) + (−1

2
)P̂−(~n),

ãäå

P̂±(~n) =
1
2
(Ê ± ~n~̂σ).

Ìàòðèöû P̂±(~n) óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì

P̂+
± = P̂±, P̂ 2

± = P̂±, P̂+P̂− = P̂−P̂+ = 0,

P̂+ + P̂− = Ê.

Ïðåäñòàâëåíèå ìàòðèöû Q̂ â âèäå ñóììû ïðîåêöèîííûõ ìàòðèö ÿâëÿåòñÿ ïðèìåðîì
îáùåé ôîðìóëû ñïåêòðàëüíîãî ðàçëîæåíèÿ ýðìèòîâîé ìàòðèöû.
Äâóõðÿäíóþ ýðìèòîâó ìàòðèöó

F̂ =
1
2
(bÊ + a~a~̂σ), ~a2 = 1

âñåãäà ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ñóììó

F̂ = f+F̂+ + f−F̂−,
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F̂± =
1
2
(Ê ± ~a~̂σ), f± =

1
2
(b± a),

â êîòîðîé ìàòðèöû F̂± óäîâëåòâîðÿþò òåì æå ñîîòíîøåíèÿì, ÷òî è ìàòðèöû P̂±.
Ïîëåçíî çàìåòèòü, ÷òî â òåðìèíàõ ñïåêòðàëüíîãî ðàçëîæåíèÿ ìàòðèöû ëåãêî ïðåäñòàâèòü

ëþáóþ åå ôóíêöèþ:
g(F̂ ) = g(f−)F̂+ + g(f−)F̂−.

Ñðåäíåå çíà÷åíèå 〈F 〉 â ñîñòîÿíèè ρ ðàâíî

〈F 〉 = f+p+ + f−p−,

ãäå ÷èñëà p± ðàâíû ñðåäíèì çíà÷åíèÿì âåëè÷èí F̂±:

p± = 〈F̂±〉.

Îíè óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì

p± ≥ 0, p+ + p− = 1,

ïîýòîìó ñ íèìè ìîæíî ñâÿçàòü íåêîòîðîå ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé, èìåííî:
p± = 〈F̂±〉 � âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî çíà÷åíèå âåëè÷èíû F â ñîñòîÿíèè ρ ðàâíî
f±.

Äèñïåðñèÿ âåëè÷èíû F â ñîñòîÿíèè ρ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóììó äâóõ íåîòðèöàòåëüíûõ
âåëè÷èí

Dρ(F ) = f+
2p+ + f−

2p− − (f+p+ + f−p−)2 =

(f+ − 〈F 〉)2p+ + (f− − 〈F 〉)2p−.

Òàêèì îáðàçîì F ìîæåò ïðèíèìàòü òî÷íîå çíà÷åíèå òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè

(f+ − 〈F 〉)2p+ = 0 (f− − 〈F 〉)2p− = 0.

Ýòî âîçìîæíî ëèøü â òàêèõ ñëó÷àÿõ

(f+ = 〈F 〉 p+ = 0) (f− = 〈F 〉 p− = 0).

Åñëè ÷èñëà f+ è f− ðàçëè÷íû, òî èç äâóõ ðàâåíñòâ f+ = 〈F 〉 è f+ = 〈F 〉 ñïðàâåäëèâûì
ìîæåò áûòü òîëüêî îäíî. Òàêèì îáðàçîì, åñëè â ðåçóëüòàòå èçìåðåíèÿ íàáëþäàåìîé ñ
íåâûðîæäåííûì ñïåêòðîì âûÿñíèëîñü, ÷òî îíà ïðèíèìàåò òî÷íîå çíà÷åíèå, òî âîçìîæíû
äâà ñëó÷àÿ

〈F 〉 = f+, p− = 0 〈F 〉 = f−, p+ = 0.

Ýòî óòâåðæäåíèå ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì

Dρ(F ) ⇒ 〈F 〉 = f+, ρ =
1
2
(Ê + ~a~̂σ), ρ̂2 = ρ̂,

èëè

Dρ(F ) ⇒ 〈F 〉 = f−, ρ =
1
2
(Ê − ~a~̂σ), ρ̂2 = ρ̂.

Òàêèì îáðàçîì, èçìåðÿÿ íàáëþäàåìóþ ñ íåâûðîæäåííûì ñïåêòðîì, ìîæíî âûÿñíèòü, â
êàêîì ñîñòîÿíèè íàõîäèòñÿ ñèñòåìà.

Åñëè íàáëþäàåìàÿ F̂ ñ íåâûðîæäåííûì ñïåêòðîì ïðèíèìàåò òî÷íîå çíà÷åíèå, òî
îíî ðàâíî f± � îäíîìó èç çíà÷åíèé ñïåêòðà ýòîé âåëè÷èíû. Ìàòðèöà ïëîòíîñòè
ñèñòåìû ñîâïàäàåò â ýòîì ñëó÷àå ñ ìàòðèöåé F̂±, âõîäÿùåé â ñïåêòðàëüíîå ðàçëîæåíèå
F̂ .

Ñîñòîÿíèå, â êîòîðîì íåêîòîðàÿ íàáëþäàåìàÿ ñ íåâûðîæäåííûì ñïåêòðîì ïðèíèìàåò
òî÷íîå çíà÷åíèå, íàçûâàþò ÷èñòûì.
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Ìàòðèöû ïëîòíîñòè ÷èñòûõ ñîñòîÿíèéF̂± îáëàäàþò îñîáîé ñòðóêòóðîé, âûäåëÿþùåé
èõ ñðåäè ïðîèçâîëüíûõ ìàòðèö ïëîòíîñòè. Åñëè ïðåäñòàâèòü âåêòîð ~a â ôîðìå

~a = (sinθcosφ, sinθsinφ, cosθ),

òî ÿâíîå âû÷èñëåíèå ìàòðèöû F̂+ ïðèâîäèò ê âûðàæåíèþ

F̂+ =
(

cos2( θ
2 ) cos( θ

2 )sin( θ
2 )e−iφ

cos( θ
2 )sin( θ

2 )eiφ sin2( θ
2 )

)
.

Åñëè îïðåäåëèòü ÷èñëà

a1 = cos
θ

2
e−i φ

2 , a2 = sin
θ

2
ei φ

2 , |a1|2 + |a2|2 = 1,

òî F̂+ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â ôîðìå

F̂+ =
(
a1a1

∗ a1a
∗
2

a2a1
∗ a1a

∗
2

)
.

Ýòî � ÷àñòíûé ñëó÷àé ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö:
ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì ìàòðèö Â è B̂ íàçûâàþò ìàòðèöó Â⊗B̂, ýëåìåíòû êîòîðîé
ïîëó÷àþòñÿ ïîïàðíûì ïåðåìíîæåíèåì ýëåìåíòîâ ñîîòâåòñòâóþùèõ ìàòðèö:

Â⊗ B̂ =

 a11B̂ ... a1nB̂
.... ... ....

am1B̂ ... amnB̂

 .

Çàìåòèì, ÷òî ìàòðèöû Â è B̂ � íå îáÿçàòåëüíî êâàäðàòíûå, è ðàçìåðíîñòè ýòèõ ìàòðèö
íå îáÿçàíû ñîâïàäàòü.

Ïóñòü Â � ýòî ñòîëáåö

Â =
(
a1

a2

)
,

à B̂ � ìàòðèöà, ýðìèòîâî ñîïðÿæåííàÿ Â, ò.å. ñòðîêà

Â+ = ( a1
∗ a2

∗ ) .

Â ýòîì ñëó÷àå

F̂+ = Â⊗ Â+ =
(
a1Â

+

a2Â
+

)
=

(
a1a1

∗ a1a2
∗

a2a1
∗ a2a2

∗

)
.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî ïðåäñòàâèòü è ìàòðèöó F̂−:

F̂− = B̂ ⊗ B̂+ =
(
b1B̂

+

b2B̂
+

)
=

(
b1b1

∗ b1b2
∗

b2b1
∗ b2b2

∗

)
,

ãäå B̂ � ýòî ñòîëáåö

B̂ =
(
b1
b2

)
,

à ÷èñëà bt ðàâíû

b1 = −sin(
θ

2
)e−i φ

2 , b21 = cos(
θ

2
)e−i φ

2 , |b1|2 + |b2|2 = 1.

×èñòîå ñîñòîÿíèå (ò.å. ñîîòâåòñòâóþùàÿ ìàòðèöà ïëîòíîñòè) îïðåäåëÿåòñÿ ñòîëáöîì
êîìïëåêñíûõ ÷èñåë.
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ÃÈËÜÁÅÐÒÎÂÛ ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÀ

Íà ïðîøëîé ëåêöèè ìû âûÿñíèëè íà ïðîñòîì ïðèìåðå, ÷òî âîçìîæíûå ñîñòîÿíèÿ
êâàíòîâîé ñèñòåìû ìîæíî ðàçäåëèòü íà äâà êëàññà � ÷èñòûå è ñìåøàííûå. ×èñòûå
ñîñòîÿíèÿ � ýòî ñîñòîÿíèÿ, â êîòîðûõ èìååò òî÷íîå çíà÷åíèå âåëè÷èíà âïîëíå îïðåäåëåííîãî
òèïà � íàáëþäàåìàÿ ñ ÷èñòî äèñêðåòíûì íåâûðîæäåííûì ñïåêòðîì. Âñå îñòàëüíûå
ñîñòîÿíèÿ � ñìåøàííûå.

Ñ ôîðìàëüíîé òî÷êè çðåíèÿ ÷èñòûå ñîñòîÿíèÿ ìîæíî îïðåäåëèòü êàê ñîñòîÿíèÿ, ìàòðèöà
ïëîòíîñòè êîòîðûõ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

ρ̂2 = ρ̂.

Ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû òàêèõ ìàòðèö èìåþò âèä

ρ̂st = φsφt
∗,

∑
s

|φs|2 = 1.

Ñðåäíåå çíà÷åíèå ëþáîé âåëè÷èíû F â ÷èñòîì ñîñòîÿíèè ðàâíî

〈F 〉 = Tr(F̂ ρ̂) =
∑
st

Fstρts =
∑

s

φs
∗φ

′

s,

ãäå
φ
′

s =
∑

t

Fstφt.

Òàêèì îáðàçîì ïðè ðàáîòå ñ ÷èñòûìè ñîñòîÿíèÿìè åñòåñòâåííûì îáðàçîì âîçíèêàþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
φ = {φs} è ÷èñëîâûå ôóíêöèè òàêèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé

〈φ|φ〉 =
∑

s

φs
∗ψs.

Âîçíèêàåò ñîáëàçí ïðèíÿòü òàêîãî ðîäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êàê îñíîâó ìàòåìàòè÷åñêîãî
àïïàðàòà êâàíòîâîé ìåõàíèêè.

Ïðåæäå âñåãî íóæíî îïðåäåëèòü êëàññ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, ñ êîòîðûìè ìû ñîáèðàåìñÿ
ðàáîòàòü. Îíè äîëæíû áûòü òàêèìè, ÷òîáû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, îïðåäåëÿþùèå ÷èñëà
〈φ|ψ〉 âñåãäà áûëè êîíå÷íûìè. Â ñèëó íåðàâåíñòâà Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî

|〈φ|ψ〉|2 ≤
( ∑

s

|φs|2
)( ∑

s

|ψs|2
)
.

Ïîýòîìó â êà÷åñòâå äîïóñòèìûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ìîæíî âçÿòü ìíîæåñòâî

l2 = {ψ :
∑

s

|φs|2 <∞}.

Â ñèëó íåðàâåíñòâà Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî ìíîæåñòâî l2 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âåêòîðíîå
ïðîñòðàíñòâî. Ýòî îçíà÷åò ñëåäóþùåå: åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ψ1 è ψ2 ïðèíàäëåæàò
l2, òî ýòîìó æå ìíîæåñòâó ïðèíàäëåæèò è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ψ1c1 + ψ2c2 ñ
ïðîèçâîëüíûìè êîìïëåêñíûìè ÷èñëàìè c1 è c2.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ψ áóäåì íàçûâàòü âåêòîðàìè ïðîñòðàíñòâà l2, à ÷èñëà 〈φ|ψ〉 � ñêàëÿðíûì
ïðèçâåäåíèåì âåêòîðîâ φ è ψ.

Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå îáëàäàåò âàæíûìè äëÿ äàëüíåéøåãî ñâîéñòâàìè:

1. 〈ψ|ψ1c1 + ψ2c2〉 = 〈ψ|ψ1〉c1 + 〈ψ|ψ2〉c2;

2. 〈φ|ψ〉 = (〈ψ|φ〉)∗;
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3. 〈ψ|ψ〉 ≥ 0, 〈ψ|ψ〉 = 0 ⇐⇒ φ = 0.

Âåêòîðû φ, ψ, ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå êîòîðûõ ðàâíî íóëþ, íàçûâàþò îðòîãîíàëüíûìè.
×èñëî ||ψ|| = +

√
〈ψ|ψ〉 íàçûâàþò íîðìîé èëè äëèíîé âåêòîðà ψ. Âåêòîð, íîðìà êîòîðîãî

ðàâíà 1, íàçûâàþò åäèíè÷íûì.
Â ïðîñòðàíñòâå l2 ñóùåñòâóþò îðòîíîðìèðîâàííûå áàçèñû � ìíîæåñòâà âåêòîðîâ {em}

ñî ñâîéñòâàìè:
1 � ñâîéñòâî îðòîãîíàëüíîñòè:

〈em|en〉 = δmn.

Âåêòîðû áàçèñà ïîïàðíî îðòîãîíàëüíû; äëèíà êàæäîãî èç ýòèõ âåêòîðîâ ðàâíà åäèíèöå.
2 � ñâîéñòâî ïîëíîòû:

2. ∀ψ ∈ l2 ψ =
∑
n

encn−

ïðîèçâîëüíûé âåêòîð èç l2 ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ñóïåðïîçèöèþ âåêòîðîâ áàçèñà. Èíîãäà
áûâàþò óäîáíû ôîðìóëû, âûðàæàþùèå óñëîâèÿ îðòîãîíàëüíîñòè è ïîëíîòû â òåðìèíàõ
ñîñòàâëÿþùèõ âåêòîðîâ áàçèñà. Ñâîéñòâî îðòîãîíàëüíîñòè:∑

s

emse
∗
ns = δmn.

Ñâîéñòâî ïîëíîòû: ∑
n

ense
∗
nt = δst.

Êîýôôèöèåíòû cn â ýòîì ðàçëîæåíèè ðàâíû ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèÿì

cn = 〈en|ψ〉.

Èõ íàçûâàþò êîîðäèíàòàìè èëè êîýôôèöèåíòàìè Ôóðüå âåêòîðà ψ â áàçèñå {en}.
Åñëè òîëêîâàòü ÷èñëà ens êàê ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû ìàòðèöû (Ŝ)ns = ens, òî ñîîòíîøåíèÿ

îðòîãîíàëüíîñòè è ïîëíîòû ïðèìóò âèä óñëîâèé óíèòàðíîñòè ìàòðèöû Ŝ:

ŜŜ+ = Ŝ+Ŝ = Ê.

Ïðîñòðàíñòâî l2 � ýòî ïðèìåð îáùåãî ïðîñòðàíñòâà Ãèëüáåðòà. Íå èìåÿ âîçìîæíîñòè
âäàâàòüñÿ â èçëîæåíèå ïîëíîé òåîðèè ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâ, ïðèâåäåì óäîáíîå äëÿ
íàñ îïðåäåëåíèå:

ãèëüáåðîòîâî ïðîñòðàíñòâîH � ýòî ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì,
â êîòîðîì ñóùåñòâóåò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ.

ËÈÍÅÉÍÛÅ ÎÏÅÐÀÒÎÐÛ

Â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå ìîæíî îïðåäåëèòü ëèíåéíûé îïåðàòîð � ëèíåéíóþ
ôóíêöèþ âåêòîðîâ ïðîñòðàíñòâà H.

ψ ∈ H =⇒ ψ
′

= F (ψ)

ñî ñâîéñòâîì
F (ψ1c1 + ψ2c2) = F (ψ1)c1 + F (ψ2)c2.

Îïåðàòîðû F1 è F2 íàçûâàþò ðàâíûìè, åñëè

∀ψ F1(ψ) = F2(ψ).
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Ôàêò ðàâåíñòâà îïåðàòîðîâ îòðàæàþò ôîðìóëîé

F1 = F2.

Â òåðìèíàõ äâóõ îïåðàòîðîâ F1, F2 ìîæíî îïðåäåëèòü ñóììó îïåðàòîðîâ � îïåðàòîð

F = c1F1 + c2F2,

äåéñòâóþùèé ïî ôîðìóëå

F (ψ) = F1(ψ)c1 + F2(ψ)c2.

Ïðîèçâåäåíèåì îïåðàòîðîâ F1 è F2 íàçûâàþò îïåðàòîð F2F1:

F2F1(ψ) = F2(F1(ψ)).

Íåòðóäíî ïîêàçàòü ïðÿìûì âû÷èñëåíèåì, ÷òî ñóììà è ïðîèçâåäåíèå ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ
� ëèíåéíûå îïåðàòîðû.

Ìîæíî îïðåäåëèòü äåéñòâèå ñ ëèíåéíûìè îïåðàòîðàìè, àíàëîãè÷íîå êîìïëåêñíîìó
ñîïðÿæåíèþ ÷èñåë. Ïóñòü F � ëèíåéíûé îïåðàòîð, φ � ïðîèçâîëüíûé, à ψ � íåêîòîðûé
ôèêñèðîâàííûé âåêòîð èç H. Îáðàçóåì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå 〈φ|F (ψ)〉 è ïîïðîáóåì
ïðåäñòàâèòü åãî â ôîðìå

〈φ|F (ψ)〉 = 〈φ
′
|ψ〉.

Îòîáðàæåíèå φ =⇒ φ
′
îïðåäåëÿåò îïðåäåëÿåò ñîïðÿæåííûé îïåðàòîð

φ
′

= F+(φ).

Èç îïðåäåëåíèÿ ñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà ñëåäóåò, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

〈φ|Fψ〉 = 〈F+φ|ψ〉.

Ïåðåõîäÿ ê êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûì ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèÿì íåòðóäíî ïîëó÷èòü ñîîòíîøåíèå

〈φ|F+ψ〉 = 〈Fφ|ψ〉.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïîâòîðíîå ñîïðÿæåíèå ïðèâîäèò ê ïåðâîíà÷àëüíîìó îïåðàòîðó

(F+)+ = F.

Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî ñîïðÿæåíèå ïðîèçâåäåíèÿ îïåðàòîðîâ ìåíÿåò ïîðÿäîê ñîìíîæèòåëåé:

(F1F2)+ = F2
+F1

+.

Ïàðó ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ A è B îñóùåñòâëÿþùèõ îòîáðàæåíèÿ

A(ψ) = φ, B(φ) = ψ,

íàçûâàþò âçàèìíî îáðàòíûìè è îáîçíà÷àþò, íàïðèìåð, ñèìâîëàìè A è A−1. Óñëîâèå
ñóùåñòâîâàíèÿ îáðàòíîãî îïåðàòîðà ìîæíî çàïèñàòü êàê äâà óðàâíåíèÿ

AA−1 = A−1A = E.

Óíèòàðíûìè îïåðàòîðàìè íàçûâàþò îïåðàòîðû, ñîõðàíÿþùèå ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ:

〈S(φ)|S(ψ)〉 = 〈φ|ψ〉 ∀φ, ψ.

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî îïåðàòîð S áóäåò óíèòàðíûì, åãî ñîïðÿæåííûé îïåðàòîð ñîâïàäåò
ñ îáðàòíûì:

S+S = SS+ = E.
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ÌÀÒÐÈÖÀ � ÊÎÎÐÄÈÍÀÒÍÀß ÐÅÀËÈÇÀÖÈß ÎÏÅÐÀÒÎÐÀ

Äåéñòâèå ëèíåéíîãî îïåðàòîðà óäîáíî îïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïîñêîëüêó êàæäûé
âåêòîð ψ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â ôîðìå

ψ =
∑

n

encn,

òî
F (ψ) =

∑
n

F (en)cn.

Âåêòîðû F (en) â ñâîþ î÷åðåäü ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê

F (en) =
∑
m

emdmn,

ãäå
dmn = 〈em|F (en)〉.

Óäîáíî èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèÿ

〈em|F (en)〉 = 〈em|F |en〉 = 〈F+(em)|en〉,

è
F (ψ) = F |ψ〉.

Ïîñëå ýòîãî äåéñòâèå îïåðàòîðà F áóäåò âûãëÿäåòü òàê:

F |ψ〉 =
∑
mn

em〈em|F |en〉〈en|ψ〉.

Ìàòðèöó 〈em|F |en〉 ìîæíî ñ÷èòàòü ïðåäñòàâèòåëåì îïåðàòîðà F , åãî êîîðäèíàòíîé ðåàëèçàöèåé
â áàçèñå en. Ïðè ýòîì ñóììå èëè ïðîèçâåäåíèþ îïåðàòîðîâ áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü ñóììà
èëè ïðîèçâåäåíèå ìàòðèö îïåðàòîðîâ, ñîïðÿæåííîìó îïåðàòîðó � ýðìèòîâî ñîïðÿæåííàÿ
ìàòðèöà. Ôóíêöèÿì îïåðàòîðîâ � ñîîòâåòñòâóþùèå ôóíêöèè ìàòðèö.

Îñòàåòñÿ îïðåäåëèòü ñëåä îïåðàòîðà: ñëåä îïåðàòîðà � ýòî ÷èñëî

Tr(F ) =
∑

n

〈en|F |en〉.

Õîòÿ â îïðåäåëåíèè ñëåäà ôèãóðèðóåò íåêîòîðûé ÷àñòíûé áàçèñ, çíà÷åíèå ñëåäà îò âûáîðà
áàçèñà íå çàâèñèò. Ïóñòü hn � åùå îäèí áàçèñ, òàê ÷òî

en =
∑

s

hs〈hs|en〉.

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî ðàçëîæåíèå â ôîðìóëó âû÷èñëåíèÿ ñëåäà, ïîëó÷èì

Tr(F ) =
∑

n

〈
∑

s

hs〈hs|en〉|F |
∑

t

ht〈ht|en〉〉.

Âûíîñÿ ÷èñëà èç-ïîä çíàêà ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ è ìåíÿÿ ïîðÿäîê ñóììèðîâàíèÿ,
ïîëó÷èì

Tr(F ) =
∑
st

〈hs|F |ht〉
∑

n

〈ht|en〉〈en|hs〉.

Âû÷èñëåíèå âíóòðåííåé ñóììû ïðèâîäèò ê δst, ïîñëå ÷åãî çíà÷åíèå ñëåäà îêàçûâàåòñÿ
ðàâíûì

Tr(F ) =
∑

s

〈hs|F |hs〉.
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ÑÏÅÊÒÐÀËÜÍÎÅ ÏÐÅÄÑÒÀÂËÅÍÈÅ ÑÀÌÎÑÎÏÐßÆÅÍÍÎÃÎ ÎÏÅÐÀÒÎÐÀ

Ïðè èçó÷åíèè ñòðóêòóðû ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ ïîëåçíî çíàòü èõ ñîáñòâåííûå âåêòîðû.
Íå ðàâíûé íóëþ âåêòîð ψ ∈ H íçûâàþò ñîáñòâåííûì âåêòîðîì ëèíåéíîãî îïåðàòîðà
F , ïðèíàäëåæàùèì ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ f , åñëè âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

F |ψ〉 = |ψ〉f.
Äëÿ äàëüíåéøåãî âàæíî, ÷òî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ñàìîcîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà
äåéñòâèòåëüíû: åñëè ψ � ñîáñòâåííûé âåêòîð ñàìîñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà F , òî

〈ψ|Fψ〉 = 〈ψ|F |ψ〉 = 〈Fψ|ψ〉 = 〈ψ|ψ〉f = f∗〈ψ|ψ〉.

Êðîìå òîãî, ñîáñòâåííûå âåêòîðû ñàìîñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà, ïðèíàäëåæàùèå ðàçëè÷íûì
ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì, îðòîãîíàëüíû:

〈ψ1|F |ψ2〉 = f1〈ψ1|ψ2〉 = 〈ψ1|ψ2〉f2.

È íàêîíåö: ñîáñòâåííûå âåêòîðû, ïðèíàäëåæàùèå îäíîìó ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ,
ìîæíî îðòîãîíàëèçîâàòü. Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî âñå ñîáñòâåííûå âåêòîðû
ñàìîñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà ïîïàðíî îðòîãîíàëüíû.

Èçâåñòíî, ÷èñëî ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ñàìîñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà â êîíå÷íîìåðíîì
ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå ðàâíî ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà.

Â ñëó÷àå ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâ áåñêîíå÷íîé ðàçìåðíîñòè âîçìîæíû òðè ñëó÷àÿ.
1. Ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð íå èìååò íè îäíîãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ.
2. ×èñëî ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ψs ñàìîñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà F = F+ òàêîâî, ÷òî

íàéäåòñÿ íåíóëåâîé âåêòîð ψ, îðòîãîíàëüíûé êî âñåì âåêòîðàì ψs. Èíà÷å ãîâîðÿ, ñîáñòâåííûå
âåêòîðû F íå îáðàçóþò áàçèñà â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå.

3. Ñîáñòâåííûå âåêòîðû îïåðàòîðà � ψs � îáðàçóþò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â
ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå. Òàêèå îïåðàòîðû íàçûâàþò îïåðàòîðû ñ ÷èñòî äèñêðåòíûì
ñïåêòðîì. Â ýòîì ñëó÷àå

F |ψ〉 =
∑

s

F |ψs〉〈ψs|ψ〉 =
∑

s

|ψs〉gs〈ψs|ψ〉.

Ýòî îçíà÷àåò, F ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ñóììó îïåðàòîðîâ

F =
∑

s

gsQs.

Îïåðàòîðû Qs äåéñòâóþò ïî ôîðìóëå

Qs|ψ〉 = |ψs〉〈ψs|ψ〉.

Èõ åñòåñòâåííî íàçâàòü îïåðàòîðàìè ïðîåêòèðîâàíèÿ íà âåêòîðû ψs. Îïåðàòîðû
ïðîåêòèðîâàíèÿ îáëàäàþò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

Qs
+ = Qs, QkQl = δklQk,

∑
k

Qk = E.

Ïîëåçíî ïåðåñòðîèòü ýòó ôîðìóëó òàê, ÷òîáû â ñóììó âõîäèëè òîëüêî íåðàâíûå äðóã äðóãó
÷èñëà gs.

Ïóñòü ÷èñëà fs íà ãðóïïû

g1 = g2 = ... = gn1 = f1; gn1+1 = gn1+2 = ... = gn2 = f2; ...

Cóììó, îïðåäåëÿþùóþ F , ìîæíî ïðåäñòàâèòü â ôîðìå

F = f1(Q1 +Q2 + ...Qn1) + f2(Qn1+1 + ...Qn2) + ...
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Îïåðàòîðû
Ps = Qns−1+1 + ...+Qns ,

êàê è Qk óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì

Ps
+ = Ps, PsPt = δstPs,

∑
s

Ps = E.

Îïåðàòîðû Ps ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé îïåðàòîðû ïðîåêòèðîâàíèÿ íà ïîïàðíî îðòîãîíàëüíûå
ïîäïðîñòðàíñòâà Ms, íàòÿíóòûå íà âåêòîðû {ψsrbrace, k = 1, 2, ..., ns − ns−1.

Îïåðàòîð F ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ñóììó îïåðàòîðîâ Ps:

F =
∑

s

fsPs.

Ñîâîêóïíîñòü ÷èñåë fs íàçûâàþò cïåêòðîì îïåðàòîðà F , ñîâîêóïíîñòü îïåðàòîðîâ Ps �
ñïåêòðàëüíûì ðàçëîæåíèåì åäèíèöû, ïðèíàäëåæàùèì îïåðàòîðó F , à ñàìî ïðåäñòàâëåíèå
F â òåðìèíàõ îïåðàòîðîâ Ps � ñïåêòðàëüíûì ðàçëîæåíèåì îïåðàòîðà F .

Îòìåòèì ïîëåçíîå ïðèìåíåíèå ôîðìóëû ñïåêòðàëüíîãî ðàçëîæåíèÿ. Ëþáóþ
ôóíêöèþ îïåðàòîðà F ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

G(F ) =
∑

s

G(fs)Ps.

Êðàòíîñòü âûðîæäåíèÿ çíà÷åíèé ñïåêòðà îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

N(fs) = Tr(Ps).

ÈÇÌÅÐÅÍÈß ÑÎÎÁÙÀÞÒ ÈÍÔÎÐÌÀÖÈÞ Î ÑÎÑÒÎßÍÈÈ ÑÈÑÒÅÌÛ

Ôèçèêà, áóäó÷è íàóêîé î ïðèðîäå, ðàçâèâàåòñÿ àíàëèçèðóÿ ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòîâ,
ò.å. íàáîðû íå ñîâñåì òî÷íûõ ÷èñåë. Â íàóêå î íåòî÷íûõ ÷èñëàõ � òåîðèè âåðîÿòíîñòåé �
ìåðîé ðàçìûòîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ íàáîðà ÷èñåë ñëóæèò äèñïåðñèÿ � âåëè÷èíà ðàâíàÿ

D(F ) = 〈F 2〉 − (〈F 〉)2

Ïåðåíåñåì ñîîáðàæåíèÿ òåîðèè âåðîÿòíîñòåé â êâàíòîâóþ ìåõàíèêó. Åñëè íàáëþäàåìîé
F ñîîòâåòñâóåò ñàìîñîïðÿæåííûé ëèíåéíûé îïåðàòîð F = F+, òî åå äèñïåðñèþ ìîæíî
ïðåäñòàâèòü â ôîðìå

D(F ) = 〈T 2〉,

ãäå
T = F − 〈F 〉E.

Ïîñêîëüêó ñðåäíåå çíà÷åíèå íàáëþäàåìîé 〈F 〉 äåéñòâèòåëüíî, òî îïåðàòîð T ñàìîñîïðÿæåí:

T+ = T,

à ñðåäíåå çíà÷åíèå T 2 íåîòðèöàòåëüíî.
Çíàÿ âñå ýòî, åñòåñòâåííî äàòü òàêîå îïðåäåëåíèå:

íàáëþäàåìàÿ èìååò òî÷íîå çíà÷åíèå â íåêîòîðîì ñîñòîÿíèè, åñëè åå äèñïåðñèÿ â
ýòîì ñîñòîÿíèè ðàâíà íóëþ.

Ïîñêîëüêó ìàòðèöó ïëîòíîñòè ìîæíî ïðåäñòàâèòü â ôîðìå

ρ =
∑

s

psQs,
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òî
Dρ =

∑
s

psTr(T 2Qs).

Äèñïåðñèÿ ðàâíà íóëþ â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè

∀s ps = 0 Tr(T 2Qs) = 0.

Ìîæíî âûáðàòü òàêîé áàçèñ {em}, â êîòîðîì äåéñòâèå îïåðàòîðîâ Qs ìîæíî âûðàçèòü
ôîðìóëîé:

Qs|ψ〉 =
∑
i∈∆s

|ei〉〈ei|ψ〉,

ò.å.

Qs|em〉 =
{
em,m ∈ ∆s

0,m 6∈ ∆s

Ïîýòîìó
Tr(T 2Qs) =

∑
m∈∆s

〈em|T 2em〉 =
∑

m∈Deltas

||Tem||2.

Òàêèì îáðàçîì, ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå:

ps 6= 0, m ∈ ∆s =⇒ Tem = 0,

èëè
ps 6= 0, m ∈ ∆s =⇒ Fem = em〈F 〉.

Òàêèì îáðàçîì,
òî÷íûì çíà÷åíèåì íàáëþäàåìîé F ìîæåò áûòü òîëüêî îäíî èç ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé
îïåðàòîðà ýòîè âåëè÷èíû.

Çàìåòèì, ÷òî âåêòîðû em ïîÿâèëèñü êàê ñîáñòâåííûå âåêòîðû ìàòðèöû ïëîòíîñòè. Â
òîì ñîñòîÿíèè, êîãäà íàáëþäàåìàÿ F èìååò òî÷íîå çíà÷åíèå, íåêîòîðûå èç íèõ îêàçûâàþòñÿ
ñîáñòâåííûìè âåêòîðàìè îïåðàòîðà F . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî èçìåðåíèå íàáëþäàåìûõ ñíàáæàåò
ýêñïåðèìåíòàòîðà èíôîðìàöèåé î ñòðóêòóðå ìàòðèöû ïëîòíîñòè.
Î÷åâèäíî, ÷òî

íàáëþäàåìûå ñ ÷èñòî íåïðåðûâíûì ñïåêòðîì íå ìîãóò èìåòü òî÷íîãî çíà÷åíèÿ
íè â îäíîì ñîñòîÿíèè.

Ýòî óòâåðæäåíèå ïîëíîñòüþ ñîîòâòñâóåò îñíîâíûì ïîíÿòèÿì êëàññè÷åñêîé ôèçèêè, óòâåðæäàþùåé,
÷òî ëþáóþ ôèçè÷åñêóþ âåëè÷èíó ìîæíî èçìåðèòü ëèøü íåêîòîðîé, ïóñòü ñêîëü óãîäíî
ìàëîé ïîãðåøíîñòüþ. Îòëè÷èå êâàíòîâîé ôèçèêè îò êëàññè÷åñêîé ñîñòîèò â òîì, ÷òî â
êâàíòîâîé ôèçèêå ñóùåñòâóþò âåëè÷èíû ñ äèñêðåòíûì ñïåêòðîì, êîòîðûå ìîãóò èìåòü
àáñîëþòíî òî÷íûå çíà÷åíèÿ. Èçìåðåíèÿ òàêèõ âåëè÷èí � íàáëþäàåìûõ ñ ÷èñòî äèñêðåòíûì
ñïåêòîðì � ñíàáæàþò íàñ ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîé èíôîðìàöèåé î ñîñòîÿíèè ñèñòåìû.
×òîáû âûÿñíèòü òî÷íûé ñìûñë ýòîãî óòâåðæäåíèÿ, îñòàíîâèìñÿ íà ÷èñòî ìàòåìàòè÷åñêîé
òåîðåìå:

åñëè íàáëþäàåìàÿ F èìååò â ñîñòîÿíèè ρ òî÷íîå çíà÷åíèå, òî îïåðàòîðû F è ρ
êîììóòèðóþò.

Äåéñòâèòåëüíî, ïðîèçâåäåíèå Fρ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â ôîðìå

Fρ = F (
∑
m

|em〉pm〈em|).

Åñëè pm 6= 0, ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî F |em〉 = em〉fm, ïîýòîìó

Fρ =
∑
m

|em〉fmpm〈em|.

Ïðîèçâåäåíèå ρF ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñóììîé

ρF =
∑
m

|em〉pm〈em|F =
∑
m

|em〉pm(F |em〉)+ =
∑
m

|em〉pmfm〈em|.
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Òàêèì îáðàçîì, ñïðàâåäëèâî óòâåðæäåíèå

Dρ(F ) = 0 =⇒ [F, ρ] = 0.

Íàêîíåö, ñîøëåìñÿ íà åùå îäíó òåîðåìó: åñëè îïåðàòîðû A è B c ÷èñòî äèñêðåòíûì
ñïåêòðîì êîììóòèðóþò, òî îïåðàòîðû A è B ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ôóíêöèè îïåðàòîðà
C ñ ÷èñòî äèñêðåòíûì íåâûðîæäåííûì ñïåêòðîì.

Âîçâðàùàÿñü ê âîïðñó î ðîëè èçìåðåíèé â îïðåäåëåíèè ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû, ìîæíî
ñêàçàòü ñëåäóþùåå:

åñëè íàáëþäàåìàÿ ñ ÷èñòî äèñêðåòíûì íåâûðîæäåííûì ñïåêòðîì èìååò òî÷íîå
çíà÷åíèå, òî ìàòðèöó ïëîòíîñòè ñèñòåìû ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ôóíêöèþ îïåðàòîðà
ýòîé âåëè÷èíû.

Â ýòîì ñëó÷àå ëèøü îäèí èç âåêòîðîâ {em} ìîæåò áûòü ñîáñòâåííûì âåêòîðîì îïåðàòîðà
F :

F |e〉 = |e〉f.

Â ñïåêòðàëüíîì ïðåäñòàâëåíèè ìàòðèöû ïëîòíîñòè â ýòîì ñëó÷àå îñòàåòñÿ ëèøü îäíî
ñëàãàåìîå, ïîýòîìó ìàòðèöà ïëîòíîñòè îêàçûâàåòñÿ îïåðàòîðîì, ïðîåöèðóþùèì ïðîèçâîëüíûé
âåêòîð ãèëüáåðòîâîãî ïðîñòðàíñòâà íà âåêòîð e.

ρ|ψ〉 = |e〉〈e|ψ〉.

Â ýòîì ñëó÷àå ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

ρ2 = ρ.

Òàêèì îáðàçîì èçìåðåíèå íàáëþäàåìîé ñ ÷èñòî äèñêðåòíûì íåâûðîæäåííûì ñïåêòðîì
ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü íàèáîëüøóþ èíôîðìàöèþ î ôèçè÷åñêîé ñèñòåìå è îíà ñâîäèòñÿ ê
óòâåðæäåíèþ, ÷òî ìàòðèöà ïëîòíîñòè ñâîäèòñÿ ê ïðîåêöèîííîìó îïåðàòîðó.

Ñïðàâåäëèâî è îáðàòíîå: åñëè ìàòðèöà ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèÿ óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó

ρ2 = ρ,

äëÿ êîýôôèöèåíòîâ ps â åå ñïåêòðàëüíîì ïðåäñòàâëåíèè

ρ =
∑

s

psQs

ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

ps
2 = ps, .. ps = 0 1.

Óñëîâèå Trρ = 1, ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî ìàòðèöà ïëîòíîñòè äåéñòâóåò ïî ôîðìóëå

ρ|ψ〉 = |e〉〈e|ψ〉.

Âûáðàâ |e〉 â êà÷åñòâå îäíîãî èç âåêòîðîâ îðòîãîíàëüíîãî áàçèñà {e; es, s = 2, 3, ...} è
îïðåäåëèâ íàáëþäàåìóþ

F = |e〉f〈e| +
∑
s≥2

|es〉fs〈es|, fs 6= f,

Íàéäåì, ÷òî F ïðèíèìàåò â ñîñòîÿíèè ρ òî÷íîå çíà÷åíèå f . Òàêèì îáðàçîì ñîîòíîøåíèå

ρ2 = ρ

íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå òîãî, ÷òî â ñîñòîÿíèè ρ íåêîòîðûå íàáëþäàåìûå èìåþò
òî÷íûå çíà÷åíèÿ. Ñîâîêóïíîñòü ýòèõ íàáëþäàåìûõ ìîæíî îïðåäåëòü êàê ìíîæåñòâî ôóíêöèé
îïåðàòîðà ñ ÷èñòî äèñêðåòíûì íåâûðîæäåííûì ñïåêòðîì, êîòîðûé ñîîòâåñòâóåò òîé âåëè÷èíå,
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êîòîðàÿ èìååò òî÷íîå çíà÷åíèå. Ïîêà ïðåäñòàâëåíèå î ÷èñòîì ñîñòîÿíèè íè÷åì íå îòëè÷àåòñÿ
îò ñîîòâåòñòâóþùèõ êëàññè÷åñêèõ îïðåäåëåíèé.

Â êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå ÷èñòîå ñîñòîÿíèå ìàòåðèàëüíîé òî÷êè ñ îäíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû
� ýòî ñîñòîÿíèå â êîòîðîì òî÷íî èçâåñòíû åå èìïóëüñ p è êîîðäèíàòà q. Âñå îñòàëüíûå
õàðàêòåðèñòèêè ñâîäÿòñÿ ê òîé èëè èíîé ôóíêöèè f(p, q). Îäíàêî, åñëè â ÷èñòîì ñîñòîÿíèè
êëàññè÷åñêîé ñèñòåìû òî÷íî èçâåñòíû âñå õàðàêòåðèñòèêè ÷àñòèöû, òî â êâàíòîâîì ÷èñòîì
ñîñòîÿíèè â ñèëó îòêðûòûõ Ãàéçåíáåðãîì ñîîòíîøåíèé íåîïðåäåëåííîñòåé òî÷íûå çíà÷åíèÿ
ìîãóò èìåòü ëèøü òå âåëè÷èíû, îïåðàòîðû êîòîðûõ êîììóòèðóþò.

Ìîæíî ïðèâåñòè åùå îäèí ïðèìåð. Ñîñòîÿíèÿ îäíîìåðíîãî ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà
â êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå ìîæíî îïèñàòü â òåðìèíàõ ïàðû ïåðåìåííûõ äåéñòâèå�óãîë.
Ïðè ïåðåõîäå â êâàíòîâóþ ôèçèêó ýòà ïàðà êàíîíè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ ïðîñòî èñ÷åçàåò. Â
ìàòåìàòè÷åñêîì àïïàðàòå êâàíòîâîé ìåõàíèêè ïðîñòî íåò îïåðàòîðà ôàçû. ×òîáû çàäàòü
÷èñòîå ñîñòîÿíèå îñöèëëÿòîðà äîñòàòî÷íî çàäàòü åãî ýíåðãèþ.

Èìåííî ýòî îáñòîÿòåëüñòâî îïðåäåëÿåò ðàçëè÷èÿ â ïîâåäåíèè êâàíòîâîé è êëàññè÷åñêîé
÷àñòèö.

ÊÂÀÍÒÎÂÀÍÈÅ ÏÐÎÑÒÅÉØÈÕ ÑÈÑÒÅÌ

1. Ãàðìîíè÷åñêèé îñöèëëÿòîð.
Ãàìèëüòîíèàí ñèñòåìû èìååò âèä

H =
1

2m
p2 +

1
2
mω2q2,

ãäå ñàìîñîïðÿæåííûå îïåðàòîðû p è q óäîâëåòâîðÿþò ïåðåñòàíîâî÷íîìó ñîîòíîøåíèþ

[q, p] = ih̄E.

Îïðåäåëèâ ïîñòîÿííûå

p0 =
√
h̄mω, q0 =

√
h̄

mω
, p0q0 = h̄,

ïåðåéäåì ê îïåðàòîðàì

a =
1√
2
(
q

q0
+ i

p

p0
), a+ =

1√
2
(
q

q0
− i

p

p0
),

êîììóòàòîð êîòîðûõ ðàâåí
[a, a+] = E.

Ïîñêîëüêó
q =

q0√
2
(a+ a+), p =

p0

i
√

2
(a− a+),

òî ãàìèëüòîíèàí â íîâûõ ïåðåìåííûõ ïðèâîäèòñÿ ê ôîðìå

H = h̄ω(N +
1
2
E),

ãäå ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð N ðàâåí

N = a+a.

Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì, ÷òî N � íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííûé îïåðàòîð:

〈Ψ|N |Ψ〉 = 〈Ψ|a+a|Ψ〉 = 〈aΨ|aΨ〉 ≥ 0.
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Êðîìå òîãî, ñïðàâåäëèâû ïåðåñòàíîâî÷íûå ñîîòíîøåíèÿ

[N, a] = −a, [N, a+] = a+.

×òîáû íàéòè ñïåêòð îïåðàòîðà N , ðåøèì óðàâíåíèe

NΨν = Ψνν.

Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî âåêòîðû åñëè âåêòîðΨ � ñîáñòâåííûé âåêòîð îïåðàòîðàN , ïðèíàäëåæàùèé
ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ ν, òî a+Ψν , aΨν � ñîáñòâåííûå âåêòîðûN , ïðèíàäëåæàùèå ñîáñòâåííûì
çíà÷åíèÿì ν ± 1:

NΨν = Ψνν =⇒ NaΨν = aΨν(ν − 1), Na+Ψν = a+Ψν(ν + 1).

×òîáû ïðåäîòâðàòèòü ïîÿâëåíèå îòðèöàòåëüíûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé íåîòðèöàòåëüíî
îïðåäåëåííîãî îïåðàòîðà N , ñëåäóåò ïðåäïîëîæèòü, ÷òî â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå
ñîäåðæèòñÿ áàçèñ, ñîñòîÿùèé èç âåêòîðîâ

|Ψn〉 = (a+)n|Ψ0〉
1√
n!
,

ãäå íîðìèðîâàííûé íà åäèíèöó âåêòîð |Ψ0〉 óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

aΨ0 = 0, 〈Ψ0|Ψ0〉 = 1.

Ýòè âåêòîðû óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì

NΨn = Ψnn,

ïîýòîìó

HΨn = Ψn(n+
1
2
).

Ãàìèëüòîíèàí îäíîìåðíîãî ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà � îïåðàòîð ñ ÷èñòî äèñêðåòíûì
íåâûðîæäåííûì ñïåêòðîì.

×òîáû ñ ÷èñòîé ñîâåñòüþ óòâåðæäàòü, ÷òî ãàìèëüòîíèàí íàøåé ñèñòåìû � îïåðàòîð ñ
÷èñòî äèñêðåòíûì ñïåêòðîì � íóæíî äîêàçàòü, ÷òî ñèñòåìà ïîïàðíî îðòîãîíàëüûõ âåêòîðîâ

|Ψn〉 = (a+)n|Ψ0〉
1√
n!
,

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé áàçèñ, ò.å. îáëàäàåò ñâîéñòâîì ïîëíîòû. ×òîáû âîñïîëüçîâàòüñÿ óæå
èçâåñòíûìè ìàòåìàòè÷åñêèìè ôîðìóëàìè, óäîáíî ïåðåéòè ê èíîé ðåàëèçàöèè îïåðàòîðîâ
èìïóëüñà è êîîðäèíàòû.

2.Êîîðäèíàòíîå ïðîñòðàíñòâî. Âûáåðåì íåêîòîðûé êëàññ ôóíêöèé {Ψ(x)} è îïðåäåëèì
îïåðàòîðû

(qΨ)(x) = xΨ(x), (pΨ)(x) = −ih̄dΨ(x)
dx

.

Ïîñêîëüêó

(qpΨ)(x) = (q(−ih̄)dΨ(x)
dx

) = −ih̄xdΨ(x)
dx

,

(pqΨ)(x) = −ih̄d(xΨ(x))
dx

= −ih̄Ψ(x) − ih̄x
dΨ
dx

,

òî ñïðàâåäëèâî ðàâåñòâî
[q, p]Ψ(x) = ih̄Ψ(x).

Èíà÷å ãîâîðÿ, îïåðàòîðû p è q óäîâëåòâîðÿþò ïåðåñòàíîâî÷íîìó ñîîòíîøåíèþ, õàðàêòåðíîìó
äëÿ îïåðàòîðîâ èìïóëüñà è êîîðäèíàòû. ×òîáû ñäåëàòü p è q ýðìèòîâûìè, íåîáõîäèìî
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äîëæíûì îáðàçîì îïðåäåëèòü ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ôóíêöèé. Ïóñòü ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå
ôóíêöèé Ψ1 è Ψ2 áóäåò ðàâíî

〈Ψ1|Ψ2〉 =
∫ ∞

−∞
Ψ∗

1(x)Ψ2(x)dx.

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî îíî óäîâëåòâîðÿåò òðåáîâàíèÿì, ïðåäúÿâëÿåìûì ê ñêàëÿðíîìó
ïðîèçâåäåíèþ.

Èíòåãðàë, îïðåäåëÿþùèé ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå, êîíå÷åí, åñëè âõîäÿùèå â íåãî ôóíêöèè
êâàäðàòè÷íî èíòåãðèðóåìû, ò.å. åñëè∫ ∞

−∞
|Ψ1,2|2dx < ∞.

Ó íàñ ïðàêòè÷åñêè ñàìî ñîáîé âîçíèêëî íîâîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî � ïðîñòðàíñòâî
êâàäðàòè÷íî èíòåãðèðóåìûõ ôóíêöèé

L2 = {Ψ(x), −∞ < x <∞,

∫ ∞

−∞
|Ψ(x)|2dx < ∞}

ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì

〈Ψ1|Ψ2〉 =
∫ ∞

−∞
Ψ∗

1(x)Ψ2(x)dx.

Íåòðóäíî ïîêàçàòü, îïåðàòîðû q è p ýðìèòîâû. Äåéñòâèòåëüíî, ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå

〈Ψ1|qΨ2〉 =
∫ ∞

−∞
Ψ∗

1(x)(qΨ2)(x)dx =
∫ ∞

−∞
Ψ∗

1(x)xΨ2(x)dx

ìîæíî ïðåäñòàâèòü â ôîðìå
〈Ψ1|qΨ2〉 = 〈Ψ3|Ψ2〉,

ãäå
Ψ3(x) = xΨ1(x) = (qΨ1)(x).

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî îïåðàòîð q ñàìîñîïðÿæåí:

q+ = q.

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ ñàìîñîïðÿæåííîñòü îïåðàòîðà èìïóëüñà:

〈Ψ1|pΨ2〉 = 〈Ψ4|Ψ2〉,

ãäå

Ψ4(x) = −ih̄dΨ1(x)
dx

= (pΨ1)(x),

ò.å.
p+ = p.

Îñòàëîñü òîëüêî ïîêàçàòü, ÷òî â ýòîì ïðîñòðàíñòâå ñóùåñòâóåò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ.
Ïðîùå âñåãî ýòî ñäåëàòü, ïîñòðîèâ åãî ÿâíî. Äëÿ ýòîãî ðåàëèçóåì â L2 îïåðàòîðû a è a+.
Îïðåäåëèâ áåçðàçìåðíóþ ïåðåìåííóþ

ξ =
x

q0
,

íàéäåì, ÷òî

a =
1√
2
(
q

q0
+ i

p

p0
) =

1√
2
(ξ +

d

dξ
),
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a+ =
1√
2
(
q

q0
− i

p

p0
) =

1√
2
(ξ − d

dξ
).

Íîðìèðîâàííîå íà åäèíèöó ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

aΨ0(ξ) =
1√
2
(ξΨ0(ξ) +

dΦ0(ξ)
dξ

) = 0

èìååò âèä

Ψ0(ξ) = π−
1
4 exp(−ξ

2

2
),

∫ ∞

−∞
|Ψ0(ξ)|2dx = 1.

Îïðåäåëèì ôóíêöèè Ψn ðåêóððåíòíîé ôîðìóëîé

Ψn(ξ) = (a+Ψn−1)(ξ)
1√
n
.

Çàìå÷àÿ, ÷òî äåéñòâèå îïåðàòîðà a+

(a+Ψ)(ξ) =
1√
2
(ξ − d

dξ
)Ψξ

ìîæíî ñâåñòè ê ôîðìóëå

(a+Ψ)(ξ) = − 1√
2
e

ξ2

2
d

dξ
(e−

ξ2

2 Ψ(ξ)),

ïîëó÷èì òàêîå ïðåäñòàâëåíèå ôóíêöèé Ψn:

Ψn(ξ) =
(−1)n

√
2nn!

π−
1
4 e

ξ2

2
dn

dξn e
−ξ2

.

Âñïîìèíàÿ îïðåäåëåíèå ïîëèíîìîâ Ýðìèòà

Hn(ξ) = (−1)neξ2 dn

dξn e
−ξ2

,

ïðåäñòàâèì Ψn â ôîðìå

Ψn(ξ) =
π−

1
4

√
2nn!

e−
ξ2

2 Hn(ξ).

Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ôóíêöèè Ψn(ξ) îáðàçóþò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â ëèíåéíîì
ïðîñòðàíñòâå êâàäðàòè÷íî èíòåãðèðóåìûõ ôóíêöèé. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî
L2 � ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî.

Ïåðåõîäÿ ê ðàçìåðíîé ïåðåìåííîé x è íîðìèðóÿ ôóíêöèè Ψn(x) íà åäèíèöó:∫ ∞

−∞
|Ψx|2dx = 1,

íóæíî ó÷åñòü, ÷òî ôóíêöèè Ψn(x) ïðèîáðåòàþò ðàçìåðíîñòü:

Ψn(x) =
(mω
πh̄

) 1
4 1√

2nn!
e−

mω
2h̄ x2

Hn

(
x

√
mω

h̄

)
.

3. Ãàðìîíè÷åñêèé îñöèëëÿòîð c òðåìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû � ýòî ñèñòåìà ñ ãàìèëüòîíèàíîì

H =
1

2m
~p2 =

1
2

∑
α

mωα
2xα

2.

Ïåðåìåííûå ñèñòåìû îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè

pα
+ = pα, xα

+ = xα,
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[xα, xβ ] = 0, [pα, pβ ] = 0, [xα, pα] = ih̄δαβ .

Ïîñëå îïðåäåëåíèé ÷èñåë

p0α =
√
h̄mωα, q0α

√
h̄

mωα
, p0αq0α = h̄

è îïåðàòîðîâ

aα =
1√
2
(
qα
q0α

+ i
p

p0α
), aα

+ =
1√
2
(
qα
q0α

− i
p

p0α
),

óäîâëåòâîðÿþùèõ ïåðåñòàíîâî÷íûì ñîîòíîøåíèÿì

[aα, aβ
+] = δαβ ,

ãàìèëüòîíèàí ïðèíèìàåò âèä

H =
∑
α

h̄ωα(Nα +
1
2
E),

ãäå
Nα = aα

+aα.

Ïîñêîëüêó ñïðàâåäëèâû ïåðåñòàíîâî÷íûå ñîîòíîøåíèÿ

[Nα, aβ ] = −δαβaα, [Nα, aβ
+] = δαβaα

+,

òî ñîáñòâåííûå âåêòîðû H, ïðèíàäëåæàùèå ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì

E(n1, n2, n3) =
3∑

α=1

h̄ωα(nα +
1
2
),

èìåþò âèä

Ψ(n1, n2, n3) = (a1
+)n1(a2

+)n2(a3
+)n3Ψ0

1√
n1!n2!n3!

,

ãäå âåêòîð Ψ0 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì

aαΨ0 = 0, 〈Ψ0|Ψ0〉.

Ýòè âåêòîðû ïîïàðíî îðòîãîíàëüíû:

〈Ψ(n
′

1, n
′

2, n
′

3)|Ψ(n1, n2, n3)〉 = δn′
1n1

δn′
2n2

δn′
3n3

.

Óðîâíè ýíåðãèè îñöèëëÿòîðà íå âûðîæäåíû, åñëè ÷àñòîòû ω1, ω2, ω3 íåñîèçìåðèìû, ò.å.
åñëè íå íàéäåòñÿ äâóõ ðàçëè÷íûõ òðîåê ÷èñåë n1, n2, n3 è n

′
1, n

′
2, n

′
3 , äëÿ êîòîðûõ áûëî

áû ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

ω1n1 + ω2n2 + ω3n3 = ω1n
′

1 + ω2n
′

2 + ω3n
′

3.

Ðàññìîòðèì ïðîòèâîïîëîæíûé ñëó÷àé èçîòðîïíîãî îñöèëëÿòîðà, êîãäà âñå ÷àñòîòû ðàâíû
äðóã äðóãó:

ω1 = ω2 = ω3 = ω.

Â ýòîì ñëó÷àå ãàìèëüòîíèàí ïðèíèìàåò âèä

H =
1

2m
~p2 +

1
2
mω2~r2.

Âåêòîðû Ψ(n1, n2, n3) � ïîïðåæíåìó ñîáñòâåííûå âåêòîðû ãàìèëüòîíèàíà, ïðèíàäëåæàùèå
ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ

E(n) = h̄ω(n+
3
2
), n = n1 + n2 + n3.
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Óðîâíè ýíåðãèè âûðîæäåíû, ïðè÷åì êðàòíîñòü âûðîæäåíèÿ n-ãî óðîâíÿ ðàâíà ÷èñëó
ñïîñîáîâ ïðåäñòàâëåíèÿ öåëîãî ÷èñëà n â âèäå ñóììû òðåõ íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë

d(n) =
(n+ 1)(n+ 2)

2
.

Âûðîæäåíèå óðîâíåé, î÷åâèäíî, ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî ãàìèëüòîíèàí èçîòðîïíîãî îñöèëëÿòîðà
áîëåå ñèììåòðè÷åí, ÷åì ãàìèëüòîíèàí îñöèëëÿòîðà ñ íåñîèçìåðèìûìè ÷àñòîòàìè. Â ñëó÷àå
èçîòðîïíîãî îñöèëëÿòîðà ãàìèëüòîíèàí íå èçìåíÿåò ñâîåé ôîðìû ïðè çàìåíå ïåðåìåííûõ

aα = Aαβa
′

β , aα
+ = a

′

β

+
A+

βα

ñ óíèòàðíîé ìàòðèöåé Â:
A+

βαAαγ = δβγ .

Äåéñòâèòåëüíî, ïðÿìàÿ ïîäñòàíîâêà îïåðàòîðîâ a â òåðìèíàõ a
′
ïðèâîäèò ê âûðàæåíèþ

H =
∑
α

h̄ω(N
′

α +
1
2
E),

ãäå

N
′

α = a
′

α

+
a
′

α.

Øòðèõîâàííûå îïåðàòîðû óäîâëåòâîðÿþò òåì æå ïåðåñòàíîâî÷íûì ñîîòíîøåíèÿì, ÷òî è
ïåðâîíà÷àëüíûå:

[a
′

α, a
′

β

+
] = δαβ .

Ñîâîêóïíîñòü ïðåîáðàçîâàíèé, îñóùåñòâëÿåìûõ óíèòàðíûìè ìàòðèöàìè òðåòüåãî ïîðÿäêà,
îáðàçóþò ãðóïïó SU(3).

4.Èçîòðîïíûé ðîòàòîð � ýòî ñèñòåìà, äèíàìè÷åñêèå ïåðåìåííûå êîòîðîé � ñîñòàâëÿþùèå
ìîìåíòà êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ

Jα
+ = Jα, [Jα, Jβ ] = iεαβγJγ .

Ãàìèëüòîíèàí ñèñòåìû îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

H =
1
2I

~J2,

ãäå îïåðàòîð êâàäðàòà ìîìåíòà êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ ðàâåí

~J2 =
3∑

α=1

Jα
2.

Âñå îïåðàòîðû Jα êîììóòèðóþò ñ ~J2. Äåéñòâèòåëüíî, âû÷èñëåíèå êîììóòàòîðà ïðèâîäèò
ê ñóììå

[Jα, ~J
2] =

∑
β

([Jα, Jβ ]Jβ + Jβ [Jα, Jβ ]) =
∑
α,β

iεαβγ(JγJβ + JβJγ),

â êîòîðîé êàæäîå ñëàãàåìîå ÿâëåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì ñèìììåòðè÷íîãî è àíòèñèììåòðè÷íîãî
ïî èíäåêñàì β, γ ñîìíîæèòåëåé. Òàêèì îáðàçîì,

∀α [Jα, ~J
2] = 0.

Èç ÷åòûðåõ íàáëþäàåìûõ ~J2, Jα ìîæíî âûáðàòü äâå êîììóòèðóþùèå äðóã ñ äðóãîì.
Îáû÷íî ïðåäïîëàãàþò, âûáèðàþò ïàðó ~J2 è J3. Ýòè îïåðàòîðû ìîãóò èìåòü îáùèå ñîáñòâåííûå
âåêòîðû. Åñëè íóìåðîâàòü èõ ïàðîé ÷èñåë ν è µ, òî ïîëó÷àòñÿ ñîîòíîøåíèÿ

~J2|ν, µ〉 = |ν, µ〉f(ν), f∗ν = fν ,
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J3|ν, µ〉 = |µ, ν〉φ(µ), φ∗(µ) = φ(µ).

Ïîñêîëüêó èç òðåõ âåëè÷èí Jα îäíà óæå ÿâíî âûäåëåíà, óäîáíî ââåñòè ñëåäóþùèå êîìáèíàöèè
äâóõ äðóãèõ:

J+ = J1 + iJ2, J− = J1 − iJ2, J+
+ = J−.

Íîâûå ïåðåìåííûå óäîâëåòâîðÿþò òàêèì ïåðåñòàíîâî÷íûì ñîîòíîøåíèÿì:

[J3, J±] = ±J±, [J+, J−] = 2J3.

Ïåðâàÿ ïàðà êîììóòàòîðîâ ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî àáñîëþòíàÿ âåëè÷èíà ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé
îïåðàòîðà J3 íåîãðàíè÷åíà.

Äåéñòâèòåëüíî, èç ýòèõ ñîîòíîøåíèé ñëåäóåò, ÷òî J±|ν, µ〉 � ñîáñòâåííûå âåêòîðû J3:

J3J±|ν, µ〉 = (J±J3±J±)|ν, µ〉 = J±|ν, µ〉(φ(µ)±1).

Â ýòîì íåò íè÷åãî óäèâèòåëüíîãî, ïîñêîëüêó êàæäûé èç îïåðàòîðîâ ïðîåêöèè ìîìåíòà íå
îáëàäàåò êàêèìè-ëèáî îñîáûìè ñâîéñòâàìè, êðîìå äåéñòâèòåëüíîñòè. Ïîëîæåíèå ìåíÿåòñÿ,
êîãäà âñïîìèíàþò, ÷òî ýòè îïåðàòîðû äîëæíû áûòü ïðîåêöèÿìè îäíîãî âåêòîðà ôèêñèðîâàííîé
äëèíû. Îïåðàòîð êâàäðàòà ìîìåíòà êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â ôîðìå

~J2 = J−J+ + J3
2 + J3

èëè
~J2 = J+J− + J3

2 − J3.

Ïðè ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè ν ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

〈µν| ~J2|νµ〉 = f(ν) = ||J+|νµ〉||2 + φ(µ)2 + φ(µ) = ||J−|νµ〉||2 + φ(µ)2 − φ(µ),

îçíà÷àþùèå, ÷òî ïðè ôèêñèðîâàííîì ν çíà÷åíèÿ ôóíêöèè φ äîëæíû áûòü îãðàíè÷åíû.
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äîëæíû ñóùåñòâîâàòü òàêèå çíà÷åíèÿ µ+ è µ−, äëÿ êîòîðûõ ñïðàâåäëèâû
ðàâåíñòâà

J+|νµ+〉 = 0, J−|νµ−〉 = 0.

Ïîñêîëüêó âåêòîð |νµ−〉 ìîæíî ïîëó÷èòü èç âåêòîðà |νµ+〉 ïîñëåäîâàòåëüíî âûïîëíÿÿ
îïåðàöèþ J−, òî äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâà

φ(µ−) = φ(µ+) − n, n = 0, 1, 2, ....

Äîáàâëÿÿ ê íèì ñîîòíîøåíèÿ

φ(µ+)2 + φ(µ+) = φ(µ−)2 − φ(µ−),

ïîëó÷èì ñèñòåìó óðàâíåíèé, îïðåäåëÿþùóþ çíà÷åíèÿ φ(µ±):

φ(µ+) =
n

2
, φ(µ−) = −n

2
, n = 0, 1, 2, ....

Çíà÷åíèÿ f(ν) îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëîé

f(ν) = φ(µ+)2 + φ(µ+) =
n

2
(
n

2
+ 1).

×èñëà f(ν), φ(µ) ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ íóìåðàöèè âåêòîðîâ áàçèñà. Äëÿ ýòîãî îïðåäåëèì
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü öåëûõ è ïîëóöåëûõ ÷èñåë

j = 0,
1
2
, 1,

3
2
, 2, ...
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è m îáëàñòü èçìåíåíèÿ êîòîðûõ îïðåäåëÿåòñÿ çíà÷åíèÿìè j: ïðè çàäàííîì j ÷èñëà m
ïðèíèìàþò 2j + 1 çíà÷åíèå:

m = −j,−j + 1, ..., j − 1, j.

Ýòè ÷èñëà áóäóò íóìåðîâàòü âåêòîðû áàçèñà:

~J2|j,m〉 = |j,m〉j(j + 1), J3|j,m〉 = |j,m〉m.

Îïåðàòîðû J± äåéñòâóþò íà âåêòîðû áàçèñà ñëåäóþùèì îáðàçîì:

J+|j,m〉 = |j,m+ 1〉
√

(j −m)(j +m+ 1),

J−|j,m〉 = |j,m− 1〉
√

(j +m)(j −m+ 1)

Âîçâðàùàÿñü ðîòàòîðó, çàìåòèì, ÷òî âåêòîðû |j,m〉 � ýòî ñîáñòâåííûå âåêòîðû ãàìèëüòîíèàíà
ðîòàòîðà:

H|j,m〉 = |j,m〉 1
2I
j(j + 1).

Çíà÷åíèÿ ýíåðãèè çàâèñÿò òîëüêî îò êâàíòîâîãî ÷èñëà j, à ñîñòîÿíèÿ ñ îïðåäåëåííîé
ýíåðãèåé íóìåðóþòñÿ ïàðîé ÷èñåë. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî óðîâíè ýíåðãèè âûðîæäåíû, ïðè÷åì
êðàòíîñòü âûðîæäåíèÿ óðîâíÿ ýíåðãèè E(j) ðàâíà 2j + 1.

5. Ãðóïïà SU(2) è ãðóïïà âðàùåíèé. ×òîáû ëó÷øå óÿñíèòü, êàêàÿ ñèììåòðèÿ îïðåäåëÿåò
âûðîæäåíèå óðîâíåé ðîòàòîðà, âûÿñíèì, êàêèì ïðåîáðàçîâàíèÿì ìîæíî ïîäâåðãàòü ñîñòàâëÿþùèå
ìîìåíòà êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ. Äëÿ ýòîãî óäîáíî âîñïîëüçîâàòüñÿ îñîáîé ïàðàìåòðèçàöèåé
ñîñòàâëÿþùèõ ìîìåíòà. Ïóñòü îïåðàòîðû bs, s = 1, 2 óäîâëåòâîðÿþò ïåðåñòàíîâî÷íûì
ñîîòíîøåíèÿì:

[bs, bt] = 0, [bs, b+t ] = δst.

Â ýòîì ñëó÷àå îïåðàòîðû

Jα =
1
2

∑
st

b+s σstbt,

(ïîä çíàêîì ñóììû ñîäåðæàòñÿ ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû ìàòðèö Ïàóëè) ñàìîñîïðÿæåíû,

Jα
+ = Jα,

à êîììóòàòîðû èõ ðàâíû
[Jα, Jβ ] = iεαβγJγ .

Èíà÷å ãîâîðÿ, Jα � ýòî ñîñòàâëÿþùèå ìîìåíòà êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ.
Îïåðàòîðû bs, bs

+ äåéñòâóþò â ïðîñòðàíñòâå ñ áàçèñîì

|n1, n2〉 = (b1+)n1(b2+)n2 |0〉 1√
n1!n2!

, b1|0〉 = b2|0〉 = 0.

Îïðåäåëèì ÷èñëà

j =
1
2
(n1 + n2), m =

1
2
(n1 − n2),

ò.å.
n1 = j +m, n2 = j −m.

Òîãäà âåêòîðû îïðåäåëåííîãî âûøå áàçèñà ìîæíî áóäåò çàíóìåðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

|j,m〉 = (b1+)j+m(b2+)j−m|0〉 1√
(j +m)!(j −m)!

.

Ïîñêîëüêó

J3 =
1
2
(b1+b1 − b2

+b2), J+ = b1
+b2, J− = b2

+b1,
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ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà
J3|j,m〉 = |j,m〉m,

J+|j,m〉 = |j,m+ 1〉
√

(j −m)(j +m+ 1), J−|j,m〉 = |j,m− 1〉
√

(j +m)(j −m+ 1),

à ïîñêîëüêó
~J2 =

1
2
(J+J− + J−J+) + J3

2,

òî
~J2|j,m〉 = |j,m〉j(j + 1).

Îïåðàòîðû bs, bs
+ îïðåäåëåíû ñ òî÷íîñòüþ äî óíèòàðíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ

bs ⇒ b
′

s =
∑

t

Astbt, bs
+ ⇒ b

′+

s =
∑

t

bt
+A+

ts,
∑

r

AsrA
+

rt = δst.

Ñîñòàâëÿþùèå ìîìåíòà êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ ïðåîáðàçóþòñÿ â ýòîì ñëó÷àå òàê:

Jα ⇒ J
′

α =
1
2

∑
st

b
′+

sσαstb
′

t

1
2

∑
st

b+sσ
′

αstbt,

ãäå ìàòðèöà σ
′
α ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ

σ
′

α = A+σαA.

Äâóõðÿäíàÿ óíèòàðíàÿ ìàòðèöà ïðîïîðöèîíàëüíà óíèòàðíîé óíèìîäóëÿðíîé ìàòðèöå:

A+ = A−1 ⇒ A = eiχU, U+ = U−1, detU = 1.

Ôàçó eiχ ìîæíî âêëþ÷èòü â îïðåäåëåíèå îïåðàòîðîâ b, à ìàòðèöó A, óæå óíèìîäóëÿðíóþ,
ïðåäñòàâèòü â ôîðìå

A = A(ξ, ~n) = exp(i
ξ

2
~n~σ). = exp(iξ~n~s).

Âû÷èñëåíèå ìàòðèö σ
′
ëåãêî ñâåñòè ê ðåøåíèþ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ. Ïîñêîëüêó

dσα(ξ)
dξ

=
d

dξ
exp(−iξ~n~s)σαexp(iξ~n~s) = exp(−iξ~n~s)[σα, ~n~s]exp(iξ~n~s),

à
[σα, ~n~s] = iεαβγnβσγ ,

òî
dσα(ξ)
dξ

= iεαβγnβσγ(ξ).

Óäîáíî çàïèñàòü ýòî óðàâíåíèå â âåêòîðíîé ôîðìå:

d~σ(ξ)
dξ

= i(~n× ~σ(ξ)).

Î÷åâèäíî, ÷òî ñîñòàâëÿþùàÿ ~σ âäîëü âåêòîðà ~n íå èçìåíÿåòñÿ:

d~n~σ(ξ)
dξ

= i~n(~n× ~σ(ξ)) = 0.

Ïðåäñòàâëÿÿ ~σ â ôîðìå

~σ = ~σ − ~n(~n~σ) + ~n(~n~σ) = ~σ⊥ + ~σ‖,
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ïîëó÷èì óðàâíåíèÿ
d~σ‖

dξ
= 0,

d2~σ⊥
dξ2

= ~σ⊥.

Òàêèì îáðàçîì

~σ‖(ξ) = ~n(~n~σ), ~σ⊥ = ~Ccosξ + ~Fsinξ.

Ïîñòîÿííûå èíòåãðèðîâàíèÿ íàõîäÿòñÿ ïî íà÷àëüíûì óñëîâèÿì:

~C = ~σ⊥(0) = ~σ − ~n(~n~σ),

~F =
d~σ⊥
dξ

(0) = (~n× ~σ).

Îêîí÷àòåëüíàÿ ôîðìóëà âûãëÿäèò òàê:

~σ(ξ) = ~σcosξ + ~n(~n~σ)(1− cosξ) + (~n× ~σ)sinξ.

7. Ñôåðè÷åñêè ñèììåòðè÷íûå ñèñòåìû.
Íà ïðîøëîé ëåêöèè íàì ïðèøëîñü èìåòü äåëî ñ ïðåîáðàçîâàíèåì ìàòðèö Ïàóëè

σ̂α ⇒ σ̂
′

α = Sσ̂αS
+,

ãäå
S = exp(−iξ~n~s).

Ýòà ôîðìóëà ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ñëåäñòâèåì ñïðàâåäëèâîñòè ïåðåñòàíîâî÷íûõ ñîîòíîøåíèé

[sα, sβ ] = iεαβγsγ ,

è
[sα, σβ ] = iεαβγσγ .

Ïåðâàÿ ñåðèÿ êîììóòàòîðîâ îçíà÷àåò, ÷òî sα � ýòî îïåðàòîðû ìîìåíòà êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ.
Âåêòîðíóþ ïðèðîäó ìàòðèö Ïàóëè îïðåäåëÿåò âòîðîé íàáîð êîììóòàòîðîâ. Ýòè íàáëþäåíèÿ
ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ îïðåäåëåíèÿ â êâàíòîâîé ìåõàíèêå ñêàëÿðíûõ è âåêòîðíûõ âåëè÷èí.

Åñëè îïåðàòîðû Jα, α = 1, 2, 3. � îïåðàòîðû ìîìåíòà êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ ñèñòåìû,
òî äåéñòâóþùèé â ýòîé ñèñòåìå îïåðàòîð V íàçûâàþò ñêàëÿðîì, åñëè âûïîëíÿþòñÿ
ïåðåñòàíîâî÷íûå ñîîòíîøåíèÿ

∀α [Jα, V ] = 0.

Íàáîð îïåðàòîðîâ Aα, α = 1, 2, 3 îáðàçóåò âåêòîð åñëè ýòè îïåðàòîðû óäîâëåòâîðÿþò
ïåðåñòàíîâî÷íûì ñîîòíîøåíèÿì

[Jα, Aβ ] = iεαβγAγ .

Çàìåòèì, ÷òî ïðèíÿòîå îïðåäåëåíèå âåêòîðà è ñêàëÿðó ïðèâîäèò ê åñòåñòâåííîìó óòâåðæäåíèþ:
ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ � ýòî ñêàëÿð.

[Jα, Aβ ] = iεαβγAγ , [Jα, Bβ ] = iεαβγBγ , ~A ~B =
∑
α

AαBα ⇒ [ ~A~B] = 0.

Òåïåðü ìîæíî îïðåäåëèòü ñôåðè÷åñêè ñèììåòðè÷íûé ãàìèëüòîíèàí. ÃàìèëüòîíèàíH íàçûâàþò
ñôåðè÷åñêè ñèììåòðè÷íûì, åñëè âûïîëíÿþòñÿ ïåðåñòàíîâî÷íûå ñîîòíîøåíèÿ

[Jα,H] = 0.

Îïåðàòîðû Jα � ýòî äåêàðòîâû ñîñòàâëÿþùèå ìîìåíîà êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ ñèñòåìû.
Î÷åâèäíî, ÷òî ãàìèëüòîíèàí âèäà

H =
1

2m
~p2 + V (r), r =

√∑
xα

2, −

36



ýòî ñêàëÿð. Ïðè èçó÷åíèè ñôåðè÷åñêè ñèììåòðè÷íûõ ñèñòåì óäîáíî îïðåäåëèòü ñôåðè÷åñêèé
áàçèñ. Åãî îáðàçóþò âåêòîðû

r̂ = (sinθcosφ, sinθsinφ, cosθ),

θ̂ = (cosθcosφ, cosθsinφ,−sinθ),

φ̂ = (−sinφ, cosφ, 0).

Îíè ïîïàðíî îðòîãîíàëíû è óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì

θ̂ × φ̂ = r̂, r̂ × θ̂ = φ̂, φ̂× r̂ = θ̂;

∂r̂

∂θ
= θ̂,

∂θ̂

∂θ
= −r̂, ∂φ̂

∂θ
= 0;

∂r̂

∂φ
= φ̂sinθ,

∂θ̂

∂φ
= φ̂cosθ,

∂φ̂

∂φ
= −(r̂sinθ + φ̂cosθ).

Ïîñêîëüêó
~r = r̂r,

òî îïåðàòîðû èìïóëüñà è ìîìåíòà â èìïóëüñà ñôåðè÷åñêîì áàçèñå ïðèíèìàþò âèä

~̂p = −ih̄(r̂ ∂
∂r

+
1
r
θ̂
∂

∂θ
+

1
rsinθ

φ̂
∂

∂φ
).

~̂l = −iφ̂ ∂
∂θ

+ i
1

sinθ
θ̂
∂

∂φ

Íåòðóäíî íàéòè äåêàðòîâû ñîñòàâëÿþùèå ìîìåíòà èìïóëüñà:

~e3~l = l3 = −i ∂
∂φ

.

Àíàëîãè÷íî âû÷èñëÿþòñÿ âåëè÷èíû

l̂+ = exp(iφ)(
∂

∂θ
+ ictgθ

∂

∂φ
),

l̂− = exp(−iφ)(− ∂

∂θ
+ ictgθ

∂

∂φ
)

è êâàäðàò ìîìåíòà èìïóëüñà

l̂2 = − 1
sinθ

∂

∂θ
(sinθ

∂

∂θ
) − 1

sin2θ

∂2

∂φ2 .

Ïîñêîëüêó îïåðàòîð Ëàïëàñà â ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ èìååò âèä

∇2 =
1
r2

∂

∂r

(
r2
∂

∂r

)
+

1
r2

( 1
sinθ

∂

∂θ
(sinθ

∂

∂θ
) +

1
sin2θ

∂2

∂φ2

)
,

òî ñôåðè÷åñêè ñèììåòðè÷íûé ãàìèëüòîíèàí ñâåäåòñÿ â êîîðäèíàòíîì ïðîñòðàíñòâå ê îïåðàòîðó

H = − h̄2

2m

( 1
r2

d

dr

(
r2
d

dr

)
+

h̄2

2mr2
~l2 + V (r).

Îáîçíà÷àÿ ñèìâîëîì Ylm(r̂) îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèé

l3Ylm(r̂) = mYlm(r̂),

~l2Ylm(r̂) = l(l + 1)Ylm(r̂),
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çàìåòèì, ÷òî â êà÷åñòâå ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

HΨ(~r) = EΨ(~r)

ìîæíî âçÿòü ïðîèçâåäåíèå
Ψ(~r) = R(r)Ylm(r̂),

åñëè ôóíêöèÿ R(r) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

− h̄2

2m
1
r2

d

dr

(
r2
d

dr
R(r)

)
+

( h̄2

2m
1
r2
l(l + 1) + V (r)

)
R(r) = ER(r).

Ñðåäè èíäåêñîâ, âûäåëÿþùèõ ÷àñòíûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿØðåäèíãåðà, ñîäåðæàòñÿ âåëè÷èíû
l è m. Óðàâíåíèå äëÿ ôóíêöèè R(r), êîòîðîå îïðåäåëÿåò çíà÷åíèå äìèñêðåòíûõ óðîâíåé
ýíåðãèè E, èíäåêñà m íå ñîäåðæèò. Òàêèì îáðàçîì

êàæäîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ñôåðè÷åñêè ñèììåòðè÷íîãî ãàìèëüòîíèàíà âûðîæäåíî,
ïî ìåíüøåé ìåðå, (2l + 1)-êðàòíî.

Ýòî ñâîéñòâî óðîâíåé ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ñëåäñòâèåì ñôåðè÷åñêîé ñèììåòðèè ãàìèëüòîíèàíà.
8. Óðîâíè ýíåðãèè â öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íîì ïîëå.
Óðîâíè ýíåðãèè â öåíòðàëüíî ñèììåòðè÷íîì ïîëå îïðåäåëÿþòñÿ êâàäðàòè÷íî èíòåãðèðóåìûìè

ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ

− h̄2

2m
1
r2

d

dr

(
r2
d

dr
R(r)

)
+

( h̄2

2m
1
r2
l(l + 1) + V (r)

)
R(r) = ER(r),∫ ∞

0

|R(r)|2r2dr < ∞.

×òîáû óïðîñòèòü ñòðóêòóðó äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà óðàâíåíèÿ, óäîáíî ïåðåéòè ê
ôóíêöèè u(r):

Ψ(r) =
1
r
u(r).

Óñëîâèå êâàäðàòè÷íîé èíòåãðèðóåìîñòè ïðèìåò âèä∫ ∞

0

|u(r)|2dr < ∞,

à ñàìî óðàâíåíèå ñâåäåòñÿ ê

− h̄2

2m
d2

dr2
u(r) +

( h̄2

2m
1
r2
l(l + 1) + V (r)

)
u(r) = Eu(r).

×òîáû èçó÷èòü ïîâåäåíèå ðåøåíèÿ ïîëó÷åííîãî óðàâíåíèÿ ïðè àñèìïòîòè÷åñêè áîëüøèõ
çíà÷åíèÿõ ðàäèóñà îñòàâèì â óðàâíåíèè íàèáîëåå ñóùåñòâåííûå ïðè áîëüøèõ r ñëàãàåìûå.
Åñëè ïîòåíöèàë óáûâàåò íà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ, òî óðàâíåíèå ñâîäèòñÿ ê

− h̄2

2m
d2

dr2
u(r) = Eu(r).

Îïðåäåëÿÿ âåëè÷èíó

k =
√
−2mE
h̄

,

ïîëó÷èì
u(r) = C1e

kr + C2e
−kr.

Óáûâàþùåå íà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ ðåøåíèå âîçìîæíî ëèøü â òîì ñëó÷àå, åñëè

E < 0, .. k > 0, C1 = 0.

Çàìåòèì, ÷òî â êëàññè÷åñêèõ òåðìèíàõ óñëîâèå îòðèöàòåëüíîñòè ýíåðãèè âûäåëÿåòôèíèòíûå
äâèæåíèÿ. Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî
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âîçìîæíûå äèñêðåòíûå óðîâíè ýíåðãèè ñîîòâåòñòâóþò êëàññè÷åñêèì ôèíèòíûì
äâèæåíèÿì.

Åñëè ïðè íåîãðàíè÷åííîì âîçðàñòàíèè ðàäèóñà ïîòåíöèàë ñòðåìèòñÿ ê íåêîòîðîìó
ïîëîæèòåëüíîìó ïðåäåëó,

lim
r→∞

V (r) = V∞ > 0,

òî ðåøåíèå óðàâíåíèÿØðåäèíãåðà íà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ ïîõîäèò íà ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

− h̄2

2m
d2

dr2
u(r) + V∞u(r) = Eu(r).

Åñëè ýíåðãèÿ ìåíüøå ïðåäåëüíîãî çíà÷åíèÿ ïîòåíöèàëà, òî

u(r) = C1e
kr + C2e

−kr, k =
1
h̄

√
2m(V∞ − E).

Êâàäðàòè÷íî èíòåãðèðóåìîå ðåøåíèå âûäåëÿåòñÿ óñëîâèåì C1 = 0. Åñëè

lim
r→0

r2V (r) = 0,

òî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿØðåäèíãåðà âåäóò ñåáÿ íà ìàëûõ ðàññòîÿíèÿõ êàê ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

− d2

dr2
u(r) +

1
r2
l(l + 1)u(r) = 0,

ò.å. êàê ôóíêöèè
u(r) = C1r

−l + C2r
l+1.

Ôóíêöèÿ u(r) ðåãóëÿðíà â íà÷àëå êîîðäèíàò ïðè óñëîâèè C1 = 0. Òàêèì îáðàçîì, ðåãóëÿðíîå
ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà âåäåò ñåáÿ íà ìàëûõ ðàññòîÿíèÿõ êàê

Ψ(r) ∼ rlu(r), u(0) 6= 0.

Åñëè ïîòåíöèàë ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè âîçðàñòàíèè ðàäèóñà, òî ðåøåíèå óðàâíåíèÿØðåäèíãåðà
åñòåñòâåííî èñêàòü â ôîðìå

u(r) = rleαrw(r), α =
1
h̄

√
−2mE, E 0.

Ôóíêöèÿ w(r) äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü óðàâíåíèþ

r
d2w

dr2
+ (2(l + 1)− 2αr)

dw

dr
− (2α(l + 1)− 2m

h̄2 rV (r))w(r) = 0.

Â ñëó÷àå äîñòàòî÷íî ïðîñòûõ ïîòåíöèàëîâ ðåøåíèå óðàâíåíèå óäîáíî ïðåäñòàâèòü â ôîðìå
ñòåïåííîãî ðÿäà.

Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, ñëó÷àé êóëîíîâà ïîòåíöèàëà ïðèòÿæåíèÿ, êîãäà

V (r) = −Ze
2

r
.

Ïîñëå çàìåíû ïåðåìåííîé

r =
1
2α
x

óðàâíåíèå ïðèíèìàåò âèä

x
d2w

dx2
+ (c− x)

dw

dx
− aw(x) = 0,

ãäå

a = l + 1− mZe2

αh̄2 , c = 2(2l + 1).
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Ýòî � õîðîøî èçâåñòíîå âûðîæäåííîå ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîå óðàâíåíèå, êîòîðîå äîïóñêàåò
ðåøåíèå â ôîðìå ðÿäà

w(x) =
∞∑

s=0

bsx
s.

Ïîäñòàíîâêà ðÿäà â óðàâíåíèå ïðèâîäèò ê ðåêóððåíòíûì ñîîòíîøåíèÿì

bs+1 =
s+ a

(s+ 1)(s+ c)
bs.

Â îáùåì ñëó÷àå ïðè áîëüøèõ s ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

bs+1 ∼ 1
s
bs, .. bs ∼ 1

s!
,

ïîýòîìó îïðåäåëÿþùèé ôóíêöèþ w(x) ðÿä ñõîäèòñÿ ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ x. Îäíàêî, ýòîò
ðÿä îïðåäåëÿåò ýêñïîíåíöèàëüíî ðàñòóùóþ ïðè áîëüøèõ x ôóíêöèþ:

w(x) ∼ eBx, B > 0.

Ôóíêöèÿ w(x) ìîæåò îêàçàòüñÿ êâàäðàòè÷íî èíòåãðèðóåìîé òîëüêî â îäíîì ñëó÷àå: îïðåäåëÿþùèé
åå áåñêîíå÷íûé ðÿä ïðåâðàùàåòñÿ â êîíå÷íóþ ñóììó. Ýòî âîçìîæíî ëèøü â òåõ ñëó÷àÿõ,
êîãäà ïàðàìåòð a ïðèíèìàåò öåëûå îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ:

a = −nr, nr = 0, 1, 2, ...

ãäå nr � ðàäèàëüíîå êâàíòîâîå ÷èñëî. Ïîäñòàâëÿÿ â ýòî ðàâåíñòâî ÿâíîå çíà÷åíèå a,
ïîëó÷èì

α =
mZe2

h̄2

1
n
, n = nr + l + 1,

n � ãëàâíîå êâàíòîâîå ÷èñëî. Âñïîìèíàÿ, ÷òî α ðàâíî
√
−2mE

h̄ , íàéäåì ÷òî óðîâíè
ýíåðãèè ìîæíî ïåðå÷èñëèòü ôîðìóëîé

En = − 1
2n2

E0.

Ýíåðãèÿ E0 ðàâíà

E0 =
Ze2

ra
,

ãäå ïîñòîÿííàÿ ðàçìåðíîñòè äëèíû ra ðàâíà

ra =
h̄2

mZe2
.

Â ñëó÷àå Z = 1 âåëè÷èíà ra ïðåâðàùàåòñÿ â áîðîâñêèé ðàäèóñ

rB =
h̄2

me2
= 0.529117249× 10−10m,

à ýíåðãèÿ E0 ïðèíèìàåò çíà÷åíèå

E0 =
me4

h̄2 = 27.21eV = 4.36× 10−11 = 2Ry.

Çàìåòèì, ÷òî ïðèñòóïàÿ ê ïðîöåäóðå êâàíòîâàíèÿ ýíåðãèè ìû îæèäàëè, ÷òî óðîâíè ýíåðãèè
ìîæíî áóäåò ïåðå÷èñëèòü ïàðîé èíäåêñîâ nr, l, ïîýòîìó êàæäûé óðîâåíü â ñôåðè÷åñêè
ñèììåòðè÷íîì ïîëå áóäåò 2l+ 1-êðàòíî âûðîæäåí. Â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîãî ñôåðè÷åñêîãî
ïîëÿ ýòî ïðàâèëüíî Îäíàêî, ïðèìåð êóëîíîâà ïîëÿ ïîêàçûâàåò, ÷òî äåëî äåëî îáñòîèò íå
òàê ïðîñòî. Óðîâíè ýíåðãèè íóìåðóþòñÿ ÷èñëàìè

n = nr + l + 1,
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ïîýòîìó ïðè ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè n ÷èñëà l ïðèíèìàþò n çíà÷åíèé

l = 0, 1, ...n− 1,

Êðàòíîñòü âûðîæäåíèÿ óðîâíÿ En ðàâíà

d(n) =
n−1∑
l=0

(2l + 1) = n2.

Ïðè âûïîëíåíèè êîíêðåòíûõ ðàñ÷åòîâ ïðè÷èíó óâåëè÷åíèÿ êðàòíîñòè âûðîæäåíèÿ ïîíÿòü
äîâîëüíî òðóäíî. Ïîýòîìó ñîîòâåòñâóþùåå âûðîæäåíèå èíîãäà íàçûâàþò ñëó÷àéíûì.
Îäíàêî, ìû óæå çíàåì, ÷òî âñÿêîå âûðîæäåíèå ñâÿçàíî ñ íåêîòîðîé íåòðèâèàëüíîé ñèììåòðèåé.
Êàæóùàÿñÿ ñëó÷àéíîñòü ñâÿçàíà âñåãî ëèøü ñ òåì, ÷òî äîïîëíèòåëüíàÿ ñèììåòðèÿ ãàìèëüòîíèàíà
íå ñðàçó áðîñàåòñÿ â ãëàçà. Ìåæäó òåì, ïðè÷èíà è ñìûñë ýòîé ñèììåòðèè áûëè îòêðûòû
åùå â XXVIII âåêå Ëàïëàñîì.

Ñôåðè÷åñêèå ãàðìîíèêè
×èñëà l â ýòîì ðàçäåëå ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ l = 0, 1, ... Âåêòîðû Φ(j,m) â êîîðäèíàòíîì

ïðîñòðàíñòâå áóäóò îáîçíà÷àòüñÿ Ylm(θ, φ). Èíòåãðàë ïî ñôåðå åäèíè÷íîãî ðàäèóñà

2π∫
0

π∫
0

dφsinθdθF (θ, φ)

áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ ñèìâîëîì ∫
dr̂F (r̂).

4. Óðàâíåíèå
l̂3F (θ, φ) = lF (θ, φ)

èìååò ðåøåíèå
F (θ, φ) = Cexp(ilφ)g(θ).

5. Ôóíêöèÿ F èç ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà áóäåò ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ

l̂+F (θ, φ) = 0,

åñëè
g(θ) = sinlθ.

6. Âåêòîð Yll, íîðìèðîâàííûé óñëîâèåì∫
dr̂|Yll(r̂)|2 = 1,

ðàâåí

Yll = C

√
(2l + 1)!

4π
1

2ll!
exp(ilφ)sinlθ, |C| = 1.

Âû÷èñëÿÿ íîðìèðîâî÷íûé èíòåãðàë, âîñïîëüçóéòåñü ôîðìóëîé

π
2∫

0

dxsinµ−1x = 2µ−2B(
µ

2
,
µ

2
).

7. Ïîêàæèòå ÷òî

l̂−(eimφf(θ)) = ei(m−1)φsin1−mθ
dsinmθf

dcosθ
.
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8. Ïîñëåäîâàòåëüíî äåéñòâóÿ íà âåêòîð Yll îïåðàòîðîì l̂− ïîêàæèòå ÷òî

Ylm = Bl̂l−m
− (eilφsinlθ) = Beimφsin−mθ

dl−m

dcosθl−m
sin2lθ.

9. Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå

Yl,m−1 = l̂−Ylm
1√

(l +m)(l −m+ 1)

ïîêàæèòå, ÷òî

Ylm = l̂l−m
− (Yll)

√
(l +m)!

(2l)!(l −m)!
.

10. Âåêòîð Ylm ðàâåí (|C| = 1):

Ylm(θ, φ) = C

√
2l + 1

4π
(l +m)!
(l −m)!

1
2ll!sinmθ

eimφ dl−m

dcosθl−m
sin2lθ.

11. Âåêòîð Yl,−l ïðîïîðöèîíàëåí e−ilφsinlθ.
12. Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

l̂m+ (e−ilφsinlθ) = (−1)mei(m−l)φsinm−lθ
dm

dcosθm sin2lθ.

13. Íà÷àâ ïîñòðîåíèå ñôåðè÷åñêèõ ãàðìîíèê ñ âåêòîðà Yl,−l, ïîëó÷èòå ýêâèâàëåíòíîå
(10) âûðàæåíèå Ylm:

Ylm(θ, φ) = (−1)mC

√
2l + 1

4π
(l −m)!
(l +m)!

1
2ll!

eimφsinmθ
dl+m

dcosθl+m
sin2lθ.

Ïîëèíîìû Ëåæàíäðà îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëîé

Pl(cosθ) =
1

2ll!
dl

dcosθl
(cosθ2 − 1)l.

Ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

1∫
−1

Pl′ (x)Pl(x)dx = δl′ l
2

2l + 1
.

ßâíûé âèä ïåðâûõ ïÿòè ïîëèíîìîâ Ëåæàíäðà:

P0(x) = 1, P1(x) = x, P2(x) =
1
2
(3x2 − 1),

P3 =
1
2
(5x2 − 3x), P4 =

1
8
(35x4 − 30x2 + 3).

Ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà

1
|~r − ~r′ |

=
1
r>

∞∑
0

(
r<
r>

)lPl(r̂r̂
′
), r< = min(r, r

′
), r> = max(r, r′).
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Ïðèñåäèíåííûå ïîëèíîìû Ëåæàíäðà ðàâíû

Pl
m = sinmθ

dm

dcosθmPl(cosθ),m ≥ 0,

Pl
−m(cosθ) = (−1)m (l −m)!

(l +m)!
Pl

m(cosθ).

1∫
−1

Pm
l′

(x)Pm
l (x)dx = δl′ l

2
2l + 1

(l +m)!
(l −m)!

.

14. Åñëè êîýôôèöèåíò Ñ âûáðàòü ðàâíûì il, òî ñôåðì÷åñêèå ãàðìîíèêè îïðåäåëÿòñÿ
ôîðìóëîé

Ylm(θ, φ) = (−1)
m+|m|

2 il

√
2l + 1

4π
(l − |m|)!
(l + |m|)!

eimφPl
|m|(cosθ)

15. Ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

Yl0(θ, φ) = il
√

2l + 1
4π

Pl(cosθ).

Yl,−m = (−1)l−mYlm
+.

16. Ôîðìóëó ñëîæåíèÿ äëÿ ïîëèíîìîâ Ëåæàíäðà:

Pl(cosγ) = Pl(cosθ)Pl(cosθ
′
) + 2

l∑
m=1

(l −m)!
(l +m)!

Pm
l (cosθ)Pm

l (cosθ
′
)cos(m(φ− φ

′
),

ãäå
cosγ = cosθcosθ

′
+ sinθsinθ

′
cos(φ− φ

′
),

ìîæíî çàïèñàòü â ôîðìå

Pl(r̂r̂
′
) = 4π

l∑
m=−l

Ylm(r̂)Ylm(r̂
′
)
+
.

17. Ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó ñëîæåíèÿ äëÿ ïîëèíîìîâ Ëåæàíäðà ïîêàæèòå, ÷òî ôîðìóëå

eixcosφ =
∞∑

l=0

(2l + 1)iljl(x)Pl(cosφ),

jl(x) =
√

π

2x
Jl+ 1

2
(x).

ìîæíî ïðèäàòü âèä ðàçëîæåíèÿ ïëîñêîé âîëíû ïî ñôåðè÷åñêèì ãàðìîíèêàì

ei ~r~p
h̄ = 4π

∞∑
l=0

iljl(
pr

h̄
)

l∑
m=−l

Ylm(r̂)Ylm(p̂)+.

18. Ôóíêöèè Ylm(θ, φ) = Ylm(r̂) îáðàçóþò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå
êâàäðàòè÷íî èíòåãðèðóåìûõ ôóíêöèé, çàäàííûõ íà åäèíè÷íîé ñôåðå:∫

Ylm(r̂)+Yl′m′ (r̂)dr̂ = δll′ δmm′ ,

∑
lm

Ylm(r̂)Ylm(r̂
′
)
+

= δ(r̂ − r̂
′
),
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F (r̂) =
∫
δ(r̂ − r̂

′
)F (r̂

′
)dr̂

′
.

Cèììåòðèÿ êóëîíîâà ïîòåíöèàëà
Íà ïðîøëîé ëåêöèè ìû ïîëó÷èëè ôîðìóëó äëÿ óðîâíåé ýíåðãèè â êóëîíîâîì ïîëå

En = − 1
2n2

Ze2

r0
, r0 =

h̄2

mZe2
.

Ìû íàøëè êðàòíîñòü âûðîæäåíèÿ óðîâíåé ýíåðãèè. Ñòàöèîíàðíûå ñîñòîÿíèÿ â öåíò-
ðàëüíî-ñèììåòðè÷íîì ïîëå íóìåðóþòñÿ ÷èñëàìè nr, l,m, à óðîâíè ýíåðãèè - ÷èñëàìè nr, l:

HΨ(nr, l,m) = Ψ(nr, l,m)E(nr, l).

Ïîñêîëüêó ïðè çàäàííîì l ÷èñëî m ïðèíèìàåò 2l + 1 çíà÷åíèé, òî óðîâíè ýíåðãèè â
ñôåðè÷åñêè ñèììåòðè÷íîì ïîëå, âîîáùå ãîâîðÿ, âûðîæäåíû (2l+1)-êðàòíî. Îäíàêî, êóëîíîâî
ïîëå äàåò íàì ïðèìåð èñêëþ÷åíèÿ èç ïðàâèë. Ïîñêîëüêó ÷èñëî n ðàâíî

n = nr + l + 1,

òî ïðè çàäàííîé ýíåðãèè, ò.å. ïðè çàäàííîì ÷èñëå n, ÷èñëî l ìîæåò ïðèíèìàòü n çíà÷åíèé:
l = 0, 1, ..., n− 1. Ïîýòîìó ýíåðãèåé En îáëàäàþò

n−1∑
l=0

(2l + 1) = n2

ñîñòîÿíèé. Ïî õîäó ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ, ïðèâîäÿùåãî ê çíà÷åíèÿì
óðîâíåé ýíåðãèè, òðóäíî îáúÿñíèòü ôèçè÷åñêóþ ïðè÷èíó ñòîëü âûñîêîé êðàòíîñòè óðîâíåé.
Ïîýòîìó â íåêîòîðûõ ó÷åáíèêàõ ýòî âûðîæäåíèå íàçûâàþò "ñëó÷àéíûì", ñâÿçàííûì ñ
îñîáåííîñòÿìè êóëîíîâà ïîòåíöèàëà. Ìåæäó òåì ìû óæå çíàåì, ÷òî âûðîæäåíèå óðîâíåé
ýíåðãèè ñâÿçàíî ñ íàëè÷èåì íåêîììóòèðóþùèõ èíòåãðàëîâ äâèæåíèÿ. ×åì áîëüøå òàêèõ
èíòåãðàëîâ, òåì âûøå êðàòíîñòü âûðîæäåíèÿ.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, íåêîììóòèðóþùèå èíòåãðàëû äâèæåíèÿ îïðåäåëÿþò íåòðèâèàëüíóþ
ñèììåòðèþ ãàìèëüòîíèàíà.

Òàêèì îáðàçîì, âûðîæäåíèå óðîâíåé ýíåðãèè ñâÿçàíî ñî ñâîéñòâàìè ñèììåòðèè ãàìèëüòîíèàíà.
Â êëàññè÷åñêîé ôèçèêå òðàåêòîðèÿ òî÷å÷íîé ÷àñòèöû, äâèæóùåéñÿ â öåíòðàëüíî ñèììåòðè÷íîì

ïîëå, öåëèêîì ëåæèò â ïëîñêîñòè, îðòîãîíàëüíîé ê ïîñòîÿííîìó âî âðåìåíè ìîìåíòó
èìïóëüñà. Îäíàêî, â îáùåì ñëó÷àå îíà íå îáÿçàíà áûòü çàìêíóòîé. Ìåæäó òåì îðáèòû
âðàùàþùèõñÿ âîêðóã Ñîëíöà ïëàíåò çàìêíóòû, ÷òî ñòèìóëèðóåò ïîèñê ôèçè÷åñêîé ïðè÷èíû
áîëåå âûñîêîé ñèììåòðèè òðàåêòîðèè ÷àñòèöû, äâèæóùåéñÿ â ïîëå

V (r) = −G
r
.

Ýòà çàäà÷à áûëà ðåøåíà Ëàïëàñîì åùå â XV III âåêå. Ëàïëàñ âûÿñíèë, ÷òî â òàêîì ïîëå
ñîõðàíÿåòñÿ íå òîëüêî ìîìåíò èìïóëüñà ~L, íî è åùå îäèí âåêòîð:

~A =
1
p0

(~L× ~p) +
~r

r
.

Â íà÷àëå XX âåêà îí ïîëó÷èë íàçâàíèÿ âåêòîðà Ëàïëàñà-Ðóíãå-Ëåíöà. Â 1925 ãîäó
Ïàóëè ïðèñòóïàÿ ðåøåíèþ çàäà÷è îá óðîâíÿõ ýíåðãèè àòîìà âîäîðîäà îïðåäåëèë îïåðàòîð

~A =
1

2p0
((~l × ~p)− (~p×~l)) +

~r

r
, p0 =

h̄

r0
.

Ïàóëè, åñòåñòâåííî îïðåäåëèë òðè ìàòðèöû, ïîòîìó ÷òî ïîíÿòèå îïåðàòîðà â êâàíòîâóþ
ìåõàíèêó òîãäà åùå íå ïðîíèêëî. Íàçûâàÿ òðè ñîîòâåòñâóþùèå îïåðàòîðà âåêòîðîì, ìû
ïîäðàçóìåâàåì ïîêà ëèøü ÷èñëî îïåðàòîðîâ. Èìÿ âåêòîðà ýòè îïåðàòîðû ñ ïîëíûì ïðàâîì
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ìîãóò ïîëó÷èòü ëèøü ïîñëå âû÷èñëåíèÿ êîììóòàòîðîâ íàøèõ âåëè÷èí ñ ìîìåíòîì èìïóëüñà.
Ïðÿìîé ïîäñ÷åò ïîêàçûâàåò, ÷òî ñïðàâåäëèâû ïåðåñòàíîâî÷íûå ñîîòíîøåíèÿ

[lα, Aβ ] = iεαβγAγ ,

ïîêàçûâàþùèå, ÷òî ìû äåéñòâèòåëüíî èìååì äåëî ñ êâàíòîâûì âåêòîðîì Ëàïëàñà-Ðóíãå-
Ëåíöà.

Äàëåå, âçÿâ â êà÷åñòâå ãàìèëüòîíèàíà îïåðàòîð

H =
1

2m
~p2 − Ze2

r
,

íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî
[H, Aα] = 0.

Òàêèì îáðàçîì ~A � èíòåãðàë äâèæåíèÿ. Ñîñòàâëÿþùèå âåêòîðà ~A íå êîììóòèðóþò. Ïðÿìîå
âû÷èñëåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî

[Aα, Aβ ] = −i2H
E0

εαβγ lγ , E0 =
Ze2

r0
.

Íàêîíåö, äîñòàòî÷íî ïðîñòî âûâîäèòñÿ ôîðìóëà

~A2 =
2H
E0

(~l2 + 1) + 1.

Èìåííî ýòî ñîîòíîøåíèå èñïîëüçîâàë Ïàóëè ïðè âûâîäå ôîðìóëû óðîâíåé ýíåðãèè àòîìà
âîäîðîäà.

Ïîëåçíî ïîìíèòü, ÷òî â ñëó÷àå ñâÿçàííûõ ñîñòîÿíèé ýëåêòðîíà, êîãäà ýíåðãèÿ îòðèöàòåëüíà,
îïåðàòîð (−H) ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåí.

Äëÿ äàëüíåéøåãî óäîáíî îïðåäåëèòü íîâûå ïåðåìåííûå

kα = BAα = AαB,
1
B2

= −2H
E0

.

Îïåðàòîðû lα, kα ýðìèòîâû, à èõ êîììóòàòîðû ðàâíû

[lα, lβ ] = iεαβγ lγ ,

[lα, kβ ] = iεαβγkγ ,

[kα, kβ ] = iεαβγ lγ .

Êðîìå òîãî, âåêòîðû ~k è ~l îðòîãîíàëüíû:

~k~l = ~l~k = 0.

Âñå ýòè ñîîòíîøåíèÿ èìåþò ÷èñòî êèíåìàòè÷åñêóþ ïðèðîäó. Ðàâåíñòâî

~k2 +~l2 + 1 = −E0

2H

îïðåäåëÿåò ãàìèëüòîíèàí êàê ôóíêöèþ kα, lα, ïðè÷åì ñèììåòðèÿ ãàìèëüòîíèàíà ñâÿçàíà ñ
âîçìîæíûìè êàíîíè÷åñêèìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ýòèõ ïåðåìåííûõ. ×òîáû ïðîÿñíèòü ñòðóêòóðó
ýòèõ ïðåîáðàçîâàíèé, óäîáíî ïåðåéòè ê íîâûì ïåðåìåííûì

~J1 =
1
2
(~l + ~k),

~J2 =
1
2
(~l − ~k).
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Ïåðåñòàíîâî÷íûå ñîîòíîøåíèÿ

[J1α, J1β ] = iεαβγJ1γ ,

[J2α, J12β ] = iεαβγJ2γ .

[J1α, J2β ] = 0

ïîêàçûâàþò, ÷òî ~J1, ~J2 � äâà íåçàâèñèìûõ ìîìåíòà êîëè÷åñòâà.
Â êà÷åñòâå íàáëþäàåìûõ, îïðåäåëÿþùèõ ÷èñòûå ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû, ìîæíî âûáðàòü

îïåðàòîðû ~J2
1 , J13, ~J

2
2 , J23. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî áàçèñ ïðîñòðàíñòâà ñîñòîÿíèé ñèñòåìû ìîæíî

âûáðàòü êàê ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ

Ψ(j1,m1; j2,m2) = Ψ(j1,m1)⊗Ψ(j2,m2).

Ôàêòè÷åñêè ñîñòîÿíèÿ àòîìà âîäîðîäà áóäóò çàíèìàòü ëèøü ÷àñòü ýòîãî ïðîñòðàíñòâà,
ò.ê. âåêòîðû ~J1 è ~J2 äîëæíû èìåòü ðàâíóþ âåëè÷èíó:

~J2
1 = ~J2

2 =
1
4
(~k2 +~l2).

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî áàçèñ ïðîñòðàíñòâà ñîñòîÿíèé íóìåðóåòñÿ òðåìÿ ÷èñëàìè:

ejm1m2 = Ψ(j,m1)⊗Ψ(j,m2),

ãäå ÷èñëà j,m1,m2 ïðèíèìàþò ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ:

j = 0,
1
2
, 1,

3
2
, ...

m1,m2 = −j,−j + 1, ..., j − 1, j.

Ó÷èòûâàÿ ïîëó÷åííûå ñîîòíîøåíèÿ, ìîæíî ïðåäñòâàâèòü îïåðàòîð ýíåðãèè â ôîðìå

H = − E0

2(4 ~J2 + 1)
,

ãäå âìåñòî ~J ìîæåò ñòîÿòü ëþáîé èç âåêòîðîâ ~J1 èëè ~J2. Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à íà
ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ èìååò ðåøåíèå

Hejm1m2 = ejm1m2(−
E0

2n2
).

×èñëà n = 2j + 1 ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ

n = 1, 2, 3, ....

Êðàòíîñòü âûðîæäåíèÿ óðîâíÿ îïðåäåëÿåòñÿ ÷èñëîì çíà÷åíèé, êîòîðîå ïðèíèìàåò ïàðà
èíäåêñîâ m1,m2 ïðè çàäàííîì çíà÷åíèè j:

d(En) = (2j + 1)(2j + 1) = n2.

Ïîñêîëüêó ìîìåíò èìïóëüñà ðàâåí

~l = ~J1 + ~J2,

òî, êàê ñëåäóåò èç îáùåé òåîðèè ñëîæåíèÿ ìîìåíòîâ, ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà ~l2

ïðèíèìàþò ïðè çàäàííîì j ðàâíû l(l + 1) ïðè l = 0, 1, ..., 2j = n− 1.
Ïðåæäå ÷àì çàíÿòüñÿ ñëîæåíèåì ìîìåíòîâ, çàéìåìñÿ âû÷èñëåíèåì ñðåäíèõ çíà÷åíèé

ðàçëè÷íûõ ñòåïåíåé ðàäèóñà. Ýòè âåëè÷èíû ïîçâîëÿþò ñîñòàâèòü íàãëÿäíûå ïðåäñòàâëåíèÿ
î ñòðîåíèè àòîìà âîäîðîäà. Íàì ïðèäåòñÿ êîñíóòüñÿ íåêîòîðûõ áîëåå îáùèõ òåì.
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Ìíîãèå âàæíûå ðåçóëüòàòû êëàññè÷åñêîé ôèçèêè ñâÿçàíû ñ ïðîñòûì ìàòåìàòè÷åñêèì
óòâåðæäåíèåì: ñðåäíèåå çíà÷åíèÿ âåëè÷èí, êîòîðûå ñâîäÿòñÿ ê ïðîèçâîäíûì íåêîòîðîé
ôóíêöèè ïî âðåìåíè, ðàâíû íóëþ, ò.å.

lim
t→∞

1
t

∫ t

0

df(t)
dt

dt = 0.

Ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü ýòîãî âíåøíå òðèâèàëüíîãî ðåçóëüòàòà îïðåäåëÿåòñÿ òåì, ÷òî ïðîèçâîäíóþ
ôóíêöèè f ìîæíî âûðàçèòü êàê ñîîòíîøåíèå ìåæäó íåêîòîðûìè äèíàìè÷åñêèìè ïåðåìåííûìè,
÷òî ïîçâîëÿåò íàéòè ñâÿçü ñðåäíèõ çíà÷åíèé ýòèõ âåëè÷èí.

Ïðèâåäåííûå ðàññóæäåíèÿ ëåãêî ïåðåíîñÿòñÿ â êâàíòîâóþ ìåõàíèêó. Ïîñêîëüêó ïðîèçâîäíàÿ
ïî âðåìåíè â ñèëó óðàâíåíèé Ãàéçåíáåðãà ñâîäèòñÿ ê âû÷èñëåíèþ êîììóòàòîðà, òî ðîëü
êëàññè÷åñêîé ôîðìóëû áóäåò èãðàòü òàêîå ïîñòðîåíèå:

H|Ψ〉 = |Ψ〉E =⇒ 〈Ψ|[H, F ]|Ψ〉 = (E − E)〈Ψ|F |〉 = 0.

Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð âåëè÷èíó F = ~r~p. Åå êîììóòàòîð ñ ãàìèëüòîíèàíîì ðàâåí

[~r~p,H] = 2ih̄H− ih̄
(
2V (r) + xα

∂V

∂xα

)
= ih̄(2T̂ − xα

∂V

∂xα
).

Â ñîñòîÿíèè ñ îïðåäåëåííîé ýíåðãèåé

2〈T 〉 = 〈xα
∂V

∂xα
〉.

Ýòà ôîðìóëà îñîáåííî ïðîñòà, åñëè ïîòåíöèàë - îäíîðîäíàÿ ôóíêöèÿ êîîðäèíàò. Íàïðèìåð,
â ñëó÷àå êóëîíîâà ïîòåíöèàëà

xα
∂V

∂xα
= −V (r).

Â ýòîì ñëó÷àå ôîðìóëà, ñâÿçûâàþùàÿ ñðåäíèå, ïðèíèìàåò âèä

2〈H〉 = 〈V (r)〉.

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ ñîîòíîøåíèå〈1
r

〉
=

1
r0n2

.

Íåòðóäíî íàéòè ñðåäíåå çíà÷åíèå 1
r2 . Äëÿ ýòîãî ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ôîðìóëîé Ôåéíìàíà-

Ãåëüìàíà, ñâÿçûâàþùåé ìàëûå èçìåíåíèÿ ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ ýíåðãèè ñ ìàëûìè èçìåíåíèÿìè
ãàìèëüòîíèàíà. Åñëè ãàìèëüòîíèàí ñèñòåìû çàâèñèò îò ïàðàìåòðà λ, òî îò ýòîãî æå ïàðàìåòðà
çàâèñÿò êàê óðîâíè çíåðãèè, òàê è ñîáñòâåííûå âåêòîðû:

H(λ)Ψ(λ) = Ψ(λ)E(λ).

Åñëè âåêòîðû Ψ(λ) íîðìèðîâàíû íà åäèíèöó ïðè ëþáîì çíà÷åíèè λ, òî

〈δΨ(λ)|Ψ(λ)〉 + 〈Ψ(λ)|δΨ(λ)〉 = 0.

Âàðüèðóÿ îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ, ïîëó÷èì ðàâåñòâî

〈Ψ(λ)|∂H
∂λ
|Ψ(λ)〉 =

∂E(λ)
∂λ

.

Ãàìèëüòîíèàí, îïðåäåëÿþùèé ðàäèàëüíîå äâèæåíèå â ñîñòîÿíèè ñ îïðåäåëåííûì ìîìåíòîì
èìïóëüñà çàâèñèò îò êâàíòîâîãî ÷èñëà l:

Hr = H0 +
h̄2

2m
l(l + 1)
r2

.
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Ïîñêîëüêó l â ýòîé ôîðìóëå ìîæíî ñ÷èòàòü íåïðåðûâíûì ïàðàìåòðîì, òî ìîæíî âû÷èñëèòü
ñðåäíåå 〈 1

r2

〉
= − 2m

h̄2(2l + 1)
∂

∂l
E0

1
n2
,

÷òî äàåò 〈 1
r2

〉
=

1
r02n3(l + 1

2 )
.

Íàì óæå èçâåñòíû ñðåäíèå çíà÷åíèÿ òðåõ ñòåïåíåé r: r−2, r−1 è r0 = 1. Ýòîãî äîñòàòî÷íî,
÷òîáû âû÷èñëèòü ñðåäíèåå çíà÷åíèå ëþáîé ñòåïåíè ðàäèóñà ñ ïîìîùüþ ðåêóððåíòíîé
ôîðìóëû Êðàìåðñà:

s+ 1
n2

〈rs〉 − (2s+ 1)r0〈rs−1〉 +
s(2l + 1 + s)(2l + 1− s)

4
r0

2〈rs−2〉 = 0.

Ôîðóëó Êðàìåðñà ìîæíî ïîëó÷èòü, óñðåäíÿÿ çíà÷åíèÿ êîììóòàòîðîâ

[rs,H] = i
h̄s

µ
rs−2~r~p +

h̄2

2µ
s(s+ 1)rs−2,

[rs(~r~p),H] = 2ih̄rsH − ih̄rs(2V + xα
∂V

∂xα
) +

i
h̄s

µ
rs−2(~r~p)2 +

h̄2s(s+ 1)
2µ

rs−2(~r~p).

Ïðèâåäåì âàæíûå äëÿ äàëüíåéøåãî ôîðìóëû:〈 1
r3

〉
=

1
r03n3l(l + 1

2 )(l + 1)
,

〈r〉 =
r0
2

(3n2 − l(l + 1)),〈
r2

〉
=

r0
2n2

2
(5n2 + 1− 3l(l + 1)).

Cëîæåíèå ìîìåíòîâ
Ðàçáåðåì ïðîñòîé ïðèìåð çàäà÷è, ãäå âû÷èñëåíèå óðîâíåé ýíåðãèè òðåáóåò ñëîæåíèÿ

ìîìåíòîâ êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ.
Èçâåñòíî, ÷òî ýëåêòðîí ïðîÿâëÿåò ñåáÿ êàê òî÷å÷íàÿ ÷àñòèöà ëèøü ïðè íåðåëÿòèâèñòñêèõ

ýíåðãèÿõ. Ïðè èçìåðåíèè çíà÷åíèé óðîâíåé ýíåðãèè àòîìà âîäîðîäà ñ òî÷íîñòüþ, êîòîðàÿ
òðåáóåò ó÷åòà ðåëÿòèâèñòñêèõ ïîïðàâîê, íåîáõîäèìî ïðèíÿòü âî âíèìàíèå ÷èñòî êâàíòîâóþ
ñòåïåíü ñâîáîäû ýëåêòðîíà � íàëè÷èå ó íåãî ñîáñòâåííîãî ìîìåíòà êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ
� ñïèíà.

Ìû óæå çíàåì, ÷òî ñî ñïèíîì ýëåêòðîíà ìîæíî ñâÿçàòü ïåðåìåííûå ~s = 1
2~σ. Íàëè÷èå

ñïèíà ïðèâîäèò ê ñóùåñòâîâàíèþ ó ýëåêòðîíà ìàãíèòíîãî ìîìåíòà

~µ = µ0~s.

Èç ôîðìóë ðåëÿòèâèñòñêîé êèíåìàòèêè èçâåñòíî, ÷òî ÷àñòèöà ñ ñîáñòâåííûì ìàãíèòíûì
ìîìåíòîì ~µ, äâèæóùàÿñÿ â ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò, ïðèîáðåòàåò â íåé ýëåêòðè÷åñêèé
äèïîëüíûé ìîìåíò

~d =
1
c
(~v × µ).

Åñëè òàêàÿ ÷àñòèöà ïîïàäàåò â ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå, òî îíà ïðèîáðåòàåò ýíåðãèþ

∆E = ~d ~E, ~E = −~∇φ(~r).
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Åñëè ïîëå îáëàäàåò ñôåðè÷åñêîé ñèììåòðèåé, òî

~E = −~rφ
′
(r)
r

è ïðèðàùåíèå ýíåðãèè ñâîäèòñÿ ê

∆E = −φ
′
(r)
r

~d~r.

Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â íàøåì ñëó÷àå ñâîäèòñÿ ñìåøàííîìó ïðîèçâåäåíèþ, ïðåâðàùàÿñü
â äðóãîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå:

~d~r =
µ0

mc
(~r × ~p)~s =

µ0h̄

mc
~l~s.

Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû êâàäðàòîâ âåêòîðîâ

~l~s =
1
2

(
~J2 −~l2 − ~s2

)
,

ãäå âåëè÷èíó ~J = ~l+~s � ñóììó ìîìåíòà èìïóëüñà è ñïèíà � íàçûâàþò ïîëíûì ìîìåíòîì
êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ ýëåêòðîíà. Ýòà âåëè÷èíà îïðåäåëÿåò îäíó èç ðåëÿòèâèñòñêèõ
ïîïðàâîê ê ýíåðãèè àòîìà âîäîðîäà.

×òîáû èìåòü âîçìîæíîñòü ñèñòåìàòè÷åñêîãî èçó÷åíèÿ ïîäîáíûõ çàäà÷, ïîëåçíî ðàçâèòü
îáùóþ òåîðèþ ñëîæåíèÿ ìîìåíòîâ.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñðåäè ïåðåìåííûõ, âûäåëÿþùèõ ÷èñòûå ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû ñîäåðæàòñÿ
ïåðåìåííûå ~J2

1 , J13, ~J
2
2 , J23, ò.å. áàçèñ ïðîñòðàíñòâà ñîñòîÿíèé ñèñòåìû ìîæíî îïðåäåëèòü

êàê ñîâîêóïíîñòü ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ óæå ïåðå÷èñëåííûõ îïåðàòîðîâ è íåêîòîðûõ îïåðàòîðîâ
Γ:

|n〉 = |γ, j1,m1, j2,m2〉,
~J2
1 |n〉 = |n〉j1(j1 + 1), J13|n〉 = |n〉m1, ~J2

2 |n〉 = |n〉j2(j2 + 1), J23|n〉 = |n〉m2.

Ñ ïîìîùüþ óíèòàðíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ìîæíî ïîëó÷èòü íîâûé áàçèñ

S|n〉 = Ψn =
∑
m

|m〉Smn.

Îïåðàòîð S ìîæíî ïîäîáðàòü òàê, ÷òîáû âåêòîðû

Ψn = |γ, j1, j2, j,m〉

áûëè ñîáñòâåííûìè âåêòîðàìè îïåðàòîðîâ

Γ, ~J2
1 , ~J2

2 , ~J2, J3,

ãäå ~J � îïåðàòîð ïîëíîãî ìîìåíòà:

~J = ~J1 + ~J2.

Â ýòîì ñëó÷àå îáû÷íî óïîòðåáëÿþò îáîçíà÷åíèÿ

Ψn = |γ, j1, j2, j,m〉

òàê ÷òî ôîðìóëû ïðåîáðàçîâàíèÿ âûãëÿäÿò òàê:

|γ, j1, j2, j,m〉 =
∑

m1m2

|γ, j1,m1, j2,m2〉〈j1,m1, j2,m2|j1, j2, j,m〉,

|γ, j1,m1, j2,m2〉 =
∑
jm

|γ, j1, j2, j,m〉〈j1, j2, j,m|j1,m1, j2,m2〉.
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Êîýôôèöèåíòû 〈j1,m1, j2,m2|j1, j2, j,m〉, áóäó÷è ñêàëÿðíûìè ïðîèçâåäåíèÿìè 〈n|Ψm〉 îáðàçóþò
ïðè ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ j1 è j2 óíèòàðíûå ìàòðèöû ðàçìåðíîñòè (2j1 + 1)(2j2 + 1).

Èõ íàçûâàþò êîýôôèöèåíòàìè Êëåáøà-Ãîðäîíà. Íåòðóäíî ïîíÿòü, íå âû÷èñëÿÿ
ÿâíî êîýôôèöåíòîâ Êëåáøà-Ãîðäîíà, êàêèå çíà÷åíèÿ ïðèíèìàþò ÷èñëà j,m ïðè ôèêñèðîâàííûõ
çíà÷åíèÿõ j1, j2. Ïðè ôèêñèðîâàííîì j ÷èñëà m ïðèíèìàþò 2j+1 çíà÷åíèå, ìàêñèìàëüíîå
çíà÷åíèå j ðàâíî ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîé ñóììå ïðîåêöèé m1 + m2, ò.å. jmax = j1 + j2.
Ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ïîëíîãî ìîìåíòà îïðåäåëÿåòñÿ ÷èñëîì jmin = |j1 − j2|. Èíà÷å
ãîâîðÿ, ÷èñëî j ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ

j = |j1 − j2|, |j1 − j2|+ 1, ..., j1 + j2.

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî

j1+j2∑
j=|j1−j2|

(2j + 1) = (2j1 + 1)(2j2 + 1).

5. Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè îïðåäåëèòü ðàäèàëüíûé èìïóëüñ

Pr =
1
2
(r̂~p+ ~pr̂),

òî

Pr
2 = −h̄2 1

r2
∂

∂r
(r2

∂

∂r
) =

1
r2

((~r~p)2 − ih̄(~r~p)).

6. Ïîêàæèòå, ÷òî Pr ìîæíî ïðåäñòàâèòü â ôîðìå

Pr =
1
r
~r~p − i

h̄

r
,

à

Pr
2 =

1
r2

((~r~p)2 − ih̄(~r~p)).

7. Ãàìèëüòîíèàí

Ĥ =
1
2µ
~p2 + V (r)

ìîæíî ïðåäñòàâèòü â ôîðìå

Ĥ =
1

2µr2
((~r~p)2 − ih̄(~r~p) + h̄2~l2) + V (r).

8. Ñïðàâåäëèâû ïåðåñòàíîâî÷íûå ñîîòíîøåíèÿ
à)

[~r~p, Ĥ] = 2ih̄Ĥ − ih̄(2V (r) + xα
∂V

∂xα
),

á)

[rs, Ĥ] = i
h̄s

µ
rs−2(~r~p) +

h̄2s(s+ 1)
2µ

rs−2,

â)

[rs(~r~p), Ĥ] = 2ih̄rsĤ − ih̄rs(2V (r) + xα
∂V

∂xα
) +

i
h̄s

µ
rs−2(~r~p)2 +

h̄2s(s+ 1)
2µ

rs−2(~r~p),

ã) åñëè ïîòåíöèàë ðàâåí V (r) = −Ze2

r , òî

[rs(~r~p), Ĥ] = 2ih̄(s+ 1)rsĤ + ih̄Ze2(2s+ 1)rs−1 −
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ih̄
h̄2s

µ
rs−2~l2 − h̄2s(s− 1)

2µ
rs−2(~r~p).

9. Óñðåäíÿÿ ñîîòíîøåíèÿ 8á è 8ã â ñîñòîÿíèè ñ îïðåäåëåííûìè n è l ïîëó÷èì

< rs−2(~r~p) > = ih̄
s+ 1

2
< rs−2 >,

s+ 1
n2

< rs > − (2s+ 1)r0 < rs−1 > +

s(2l + 1 + s)(2l + 1− s)
4

r0
2 < rs−2 > = 0, r0 =

h̄2

Ze2µ
.

Ýòî ðàâåíñòâî èçâåñòíî êàê ñîîòíîøåíèå Êðàìåðñà.
×òîáû íàéòè ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèÿ Êðàìåðñà ñðåäíåå çíà÷åíèå ëþáîé ñòåïíè r,

íåîáõîäèìî íåçàâèñèìî íàéòè äâà èç íèõ.
10. Óñðåäíÿÿ ñîîòíîøåíèå 1 â ñîñòîÿíèè ñ îïðåäåëåííûì çíà÷åíèåì ýíåðãèè, ïîëó÷èì

2 < T̂ > = < xα
∂V

∂xα
> .

Â ñëó÷àå ïîòåíöèàëîâ, îäíîðîäíûõ ïî êîîðäèíàòàì, ýòî ðàâåíñòâî ïðèâîäèò ê ñîîòíîøåíèÿì
ìåæäó êèíåòè÷åñêîé, ïîëíîé è ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèÿì, èçâåñòíûì îáû÷íî êàê òåîðåìû
âèðèàëà.

11. Åñëè ãàìèëüòîíèàí, åãî íîðìèðîâàííûå íà åäèíèöó ñîáñòâåííûå âåêòîðû, ñîáñòâåííûå
çíà÷åíèÿ çàâèñÿò îò ïàðàìåòðà λ, òî ñïðàâåäëèâà òåîðåìà Ôåéíìàííà-Ãåëüìàíà:

<
∂Ĥ

∂λ
> =

∂E(λ)
∂λ

.

12. Äëÿ êóëîíîâà ïîòåíöèàëà ñîîòíîøåíèå (10) ïðîâîäèò ê ðàâåíñòâó

<
1
r
> =

1
r0n2

.

13. Ðàññìàòðèâàÿ â ñðåäíåì çíà÷åíèè ãàìèëüòîíèàíà (7) âåëè÷èíó l êàê íåïðåðûâíóþ
ïåðåìåííóþ è ïðèìåíÿÿ ðàâåíñòâî (11), ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî

<
1
r2

> =
1

r02n3(l + 1/2)
.

14. Èç ñîîòíîøåíèÿ Êðàìåðñà ñëåäóåò, ÷òî

<
1
r3

> =
1

r03n3l(l + 1/2)(l + 1)
,

< r > =
1
2
r0(3n2 − l(l + 1)),

< r2 > =
r0

2n2

2
(5n2 + 1− 3l(l + 1)).

15. Íåîïðåäåëåííîñòü ðàäèóñà â ñîñòîÿíèè ñ çàäàííûìè ÷èñëàìè n è l ðàâíà

∆r =
r0
2

√
n2(n2 + 2)− l2(l + 1)2.

Âåêòîð Ëàïëàñà-Ðóíãå-Ëåíöà
Â ýòîì ðàçäåëå îïåðàòîðû íå áóäóò ñíàáæàòüñÿ øëÿïêàìè.
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1. Ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

(~l × ~p) = −(~p× l) + 2i~p.

(~l × ~p)~p = 0, ~p(~p×~l) = 0, ~p(~l × ~p) = 2i~p2, (~p×~l)~p = 2i~p2.

(~l × ~p)~r = −h̄~l2, ~r(~p×~l) = h̄~l2,

~r(~l × ~p) = −h̄~l2 + 2i(~r~p), (~p×~l)~r = h̄~l2 + 2i(~p~r).

Âåêòîð Ëàïëàñà-Ðóíãå-Ëåíöà îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

~A =
1

2p0
((~l × ~p)− (~p×~l)) +

~r

r
, p0 =

h̄

r0
.

2. Âåêòîð ~A ìîæíî ïðåäñòàâèòü â ôîðìå

~A =
1
p0

(~l × ~p)− i

p0
~p+

~r

r
.

~A = − i

2p0
[~p,~l2] +

~r

r
.

~A = − 1
h̄p0

(~r~p2 − (~r~p)~p)− i

p0
~p+

~r

r
.

3. Ìîìåíò èìïóëüñà è âåêòîð Ëàïëàñà-Ðóíãå-Ëåíöà îðòîãîíàëüíû:

~l ~A = ~A~l = 0.

4. Ñïðàâåäëèâû ïåðåñòàíîâî÷íûå ñîîòíîøåíèÿ

[xα~p
2, xβ~p

2] = −2ih̄2εαβγ lγ~p
2.

[xα~p
2, (~r~p)pβ ] = −ih̄(xαpβ − δαβ~p

2),

[xα~p
2 − (~r~p)pα,

~r

r
] =

1
h̄
xαpβr

2 − 1
h̄
xαxβ(~r~p)− ixαxβ .

5. Âåêòîð Ëàïëàñà-Ðóíãå-Ëåíöà óäîâëåòâîðÿåò ïåðåñòàíîâî÷íûì ñîîòíîøåíèÿì

[lα, Aβ ] = iεαβγAγ ,

[H,Aα] = 0, H =
1
2µ
~p2 − Ze2

r
.

[Aα, Aβ ] = −i2H
E0

εαβγ lγ , E0 =
Ze2

r0
.

6. Ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà

~A2 =
2H
E0

(~l2 + 1) + 1.

Â ïîäïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé, ïðèíàäëåæàùèõ äèñêðåòíûì óðîâíÿì ýíåðãèè îïåðàòîð
− 2H

E0
ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåí, ïîýòîìó ìîæíî îïðåäåëèòü îïåðàòîðû

kα = BAα = AαB,
1
B2

= −2H
E0

.

7. Ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

[lα, lβ ] = iεαβγ lγ , [lα, kβ ] = iεαβγkγ , [kα, kβ ] = iεαβγ lγ .
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~k2 +~l2 + 1 = − E0

2H
.

~l~k = ~k~l = 0.

8. Îïåðàòîðû
~J1 =

1
2
(~l + ~k), ~J2 =

1
2
(~l − ~k)

óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì

[Jaα, Jbβ ] = iδabεαβγJaγ ,

~J2
1 = ~J2

2 =
1
4
(~l2 + ~k2).

9. Îïåðàòîðû Jaα ìîæíî ñ÷èòàòü äèíàìè÷åñêèìè ïåðåìåííûìè, îïèñûâàþùèìè ïîâåäåíèå
÷àñòèöû â êóëîíîâîì ïîëå. Â êà÷åñòâå ïîëíîãî íàáîðà íàáëþäàåìûõ ìîæíî âçÿòü âåëè÷èíû
(Ja

2, Ja3). Ýòî ñîîòâåòñâóåò âûáîðó áàçèñà â ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé â ôîðìå ïðÿìîãî
ïðîèçâåäåíèÿ Φ(j1,m1)Φ(j2,m2). Ïîñêîëüêó J1 = J2, òî âåêòîðû áàçèñà íóìåðóþòñÿ òðåìÿ
÷èñëàìè - (n = 2j1 + 1,m1,m2).

Êðàòíîñòü âûðîæäåíèÿ óðîâíåé ðàâíà

d(n) = (2j1 + 1)(2j2 + 1) = n2.

Ïîñêîëüêó ìîìåíò èìïóëüñà ðàâåí

~l = ~J1 + ~J2,

òî âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ l íàõîäÿòñÿ ïî ïðàâèëàì ñëîæåíèÿ ìîìåíòîâ. Â íàøåì ñëó÷àå l
èçìåíÿåòñÿ îò |n−1

2 − n−1
2 | = 0 äî n−1

2 + n−1
2 = n− 1.

ÁàçèñΨ(n, l,m) ïî ïðàâèëàì ñëîæåíèÿ ìîìåíòîâ ïðåäñòàâëÿåòñÿ êàê ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ
âåêòîðîâ áàçèñà Φ(n,m1,m2).
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